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Задания С1 и С2

Корянов А.Г.                             г.Брянск
Задания С1

● (Д – 2010) Решите систему уравнений 
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1. Решите систему уравнений 
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2. Решите систему уравнений 
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3. Решите систему уравнений 
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4. Решите систему уравнений 
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5. Решите систему уравнений 
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6. Решите систему уравнений 
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7. Решите систему уравнений 
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8. Решите систему уравнений 
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9. Решите систему уравнений 
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10. Решите систему уравнений 
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11. Решите систему уравнений 
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12. Решите систему уравнений 
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13. Решите систему уравнений 
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14. Решите систему уравнений 
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15. Решите систему уравнений 
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16. Решите систему уравнений 
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17. Решите систему уравнений 
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18. Решите систему уравнений 
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19. Решите систему уравнений 
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20. Решите систему уравнений 
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21. Решите систему уравнений 
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22. Решите систему уравнений 


[image: image51.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

-

-

=

+

0

3

cos

4

cos

4

0

sin

2

3

2

y

y

y

x


Ответ: 
[image: image52.wmf];

,

2

3

2

;

2

1

Z

n

n

Î

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

-

p

p


23. Решите систему уравнений 
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24. Решите систему уравнений 
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25. Решите систему уравнений
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26. Решите систему уравнений 
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27. Решите систему уравнений 
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28. Решите систему уравнений 
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29. Решите систему уравнений 
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30. Решите систему уравнений 
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31. Решите систему уравнений 
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32. Решите систему уравнений 
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33. Решите систему уравнений 
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Решение. Из первого уравнения системы следует  
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Таким образом, исходная система имеет решения 
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Критерии:
	Содержание критерия
	Баллы

	Обоснованно получен верный ответ.
	2

	Получен ответ, возможно, неверный, но только из-за того, что в решении не учтено, что знаменатель дроби существует и отличен от нуля.
	1

	Решение не соответствует ни одному из критериев, перечисленных выше.
	0


34. Решите систему уравнений 
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35. Решите систему уравнений 
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36. Решите систему уравнений 

[image: image108.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

=

+

+

×

-

x

y

y

x

x

sin

0

)

2

1

(

log

27

9

12

81

7

cos

cos


Ответ: 
[image: image109.wmf].

2

3

,

,

2

3

=

Î

+

=

y

Z

n

n

x

p

p


37. Решите систему уравнений 
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Ответ: 
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38. Решите систему уравнений 
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Ответ: 
[image: image113.wmf];
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39. Решите систему уравнений
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Ответ: 
[image: image116.wmf];
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40. Решите систему уравнений
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Решение. Рассмотрим два случая, связанные с раскрытием модуля.

1. Если 
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1

3

2

sin

cos

3

2

cos

sin

sin

=

×

-

×

+

p

p

x

x

x
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2. Если 
[image: image128.wmf]3

2

p

-

=

-

y

x

, то 
[image: image129.wmf]3

2

p

+

=

x

y
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 Отсюда 
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 Ответ: 
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Критерии:
	Содержание критерия
	Баллы

	Обоснованно получен верный ответ.
	2

	Получен ответ, но решение не верно из-за ошибки в формулах или значениях тригонометрических функций, из-за неверной записи ответа.
	1

	Решение не соответствует ни одному из критериев, перечисленных выше.
	0


41. Решите систему уравнений
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Ответ: 
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42. Решите систему уравнений
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Ответ: 
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Задания С 2

РАССТОЯНИЯ И УГЛЫ 

В ПРОСТРАНСТВЕ
Методы решения задач
1. Поэтапно-вычислительный метод
2. Координатный метод

3. Координатно-векторный метод

4. Векторный метод

5. Метод объемов
6. Метод ключевых задач

Ключевые задачи
1.   Координаты точки 
[image: image143.wmf](
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, делящей отрезок 
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 между точками 
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M

1

: 
[image: image148.wmf]l

=

2

MM

, определяются формулами 
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[image: image151.wmf]l

l

+

+

=

1

2

1

z

z

z

.

2. Найти угол между диагоналями смежных граней куба.
3. Найти угол между диагональю куба и скрещивающейся с ней диагональю грани.
4. Найти угол между диагональю куба и плоскостью, проведенной через концы трех ребер куба, выходящих из той же вершины, что и диагональ.
5. В кубе 
[image: image152.wmf]1
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 диагональ 
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 перпендикулярна плоскостям 
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 и 
[image: image155.wmf]1
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 и делится ими на три равные части.
6. Отрезки, соединяющие середины противолежащих ребер тетраэдра, пересекаются в одной точке и делятся этой точкой пополам.
7. В правильной треугольной пирамиде скрещивающиеся ребра перпендикулярны.
8. Отрезок, соединяющий середины скрещивающихся ребер правильного тетраэдра, является их общим перпендикуляром и имеет длину  
[image: image156.wmf]2

2

а

, где  а – длина ребра.

9. Любое сечение треугольной пирамиды плоскостью, параллельной ее скрещивающимся ребрам, является параллелограммом.
10. Любое сечение правильной треугольной пирамиды плоскостью, параллельной ее скрещивающимся ребрам, есть прямоугольник.
1. Расстояние между двумя точками

     Расстояние между точками  А и В  можно вычислить:

1) как длину отрезка  АВ, если отрезок АВ удается включить в некоторый треугольник в качестве одной из его сторон;

2) по формуле 
[image: image157.wmf](
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3) по формуле  
[image: image160.wmf]2
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Пример 1. В единичном кубе 
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. Найдите длину отрезка EF. 

Решение. Длину отрезка  EF  найдем по теореме косинусов из треугольника 
[image: image166.wmf]EF
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 (рис. 1), в котором 
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Рис. 1

Ответ: 
[image: image175.wmf]3
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1. (П) Ребра правильной четырехугольной призмы равны 1,  4 и 4. Найдите расстояние от вершины до центра основания призмы, не содержащего эту вершину.

Ответ: 3.
    2. Расстояние от точки до прямой

	   Расстояние от точки до прямой, не содержащей эту точку, есть длина отрезка перпендикуляра, проведенного из этой точки на прямую.

   Расстояние между двумя параллельными прямыми равно длине отрезка их общего перпендикуляра.

   Расстояние между двумя параллельными прямыми равно расстоянию от любой точки одной из этих прямых до другой прямой.


    Расстояние от точки до прямой можно вычислить:

1) как длину отрезка перпендикуляра, если удается включить этот отрезок в некоторый треугольник в качестве одной из высот;

2) используя векторный метод;

3) используя координатно-векторный метод.

Пример 2. При условиях примера 1 найдите расстояние от точки 
[image: image176.wmf]1

D

 до прямой EF.

Решение. Пусть h – длина высоты треугольника 
[image: image177.wmf]EF
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, опущенной из точки 
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. Найдем  h, используя метод площадей. Площадь треугольника 
[image: image179.wmf]EF
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[image: image181.wmf]9
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. С другой стороны площадь треугольника 
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. Из уравнения 
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 находим искомое расстояние 
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Замечание. Можно заметить, что выполняется равенство 
[image: image186.wmf]2
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, то есть треугольник 
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 прямоугольный и длина отрезка 
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 является искомым расстоянием.

Ответ: 
[image: image189.wmf]3

2

.
1. (П) В единичном кубе 
[image: image190.wmf]1
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 найдите расстояние от точки А до прямой:

a) 
[image: image191.wmf]1
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; б) 
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; в) 
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Ответ: а) 
[image: image194.wmf]2
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; б) 
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; в) 
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2. (П) В правильной треугольной призме 
[image: image197.wmf]1
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, все ребра которой равны 1, найдите расстояние от точки А до прямой 
[image: image198.wmf]1
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.

Ответ: 
[image: image199.wmf]4
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3. (П) В правильной шестиугольной призме 
[image: image200.wmf]1
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, все ребра которой равны 1, найдите расстояние от точки А до прямой:

а) DЕ; б) 
[image: image201.wmf]1
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; в) 
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Ответ: а) 
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; б) 2; в) 
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е)  
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; ж) 
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; з)  
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4. (П) Основание прямой призмы 
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 ( ромб  ABCD, в котором  
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[image: image217.wmf].
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 Боковое ребро  
[image: image218.wmf]1
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 Найдите расстояние от вершины  В  до прямой 
[image: image220.wmf].
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Ответ: 8.

3. Расстояние от точки до плоскости
	 ( Расстояние от точки до плоскости, не содержащей эту точку, есть длина отрезка перпендикуляра, опущенного из этой точки на плоскость. 

 ( Расстояние между прямой и параллельной ей плоскостью равно длине их общего перпендикуляра. 

 ( Расстояние между прямой и параллельной ей плоскостью равно расстоянию от любой точки этой прямой до плоскости.

 ( Расстояние между двумя параллельными плоскостями равно длине их общего перпендикуляра.

 ( Расстояние между двумя параллельными плоскостями равно расстоянию между точкой одной из этих плоскостей и другой плоскостью.


Расстояние от точки М до плоскости 
[image: image221.wmf]a

 

1) равно расстоянию до плоскости 
[image: image222.wmf]a

 от произвольной точки Р, лежащей на прямой l, которая проходит через точку М и параллельна плоскости 
[image: image223.wmf]a

;

2) равно расстоянию до плоскости 
[image: image224.wmf]a

 от произвольной точки Р, лежащей на плоскости 
[image: image225.wmf]b

, которая проходит через точку М и параллельна плоскости 
[image: image226.wmf]a
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3)  вычисляется по формуле  
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1

r

r

r

r

=

,  где 
[image: image228.wmf](

)

a

r

r

;

M

=

,  
[image: image229.wmf](

)

a

r

r

;

1

1

M

=

, 
[image: image230.wmf],

r

OM

=

  
[image: image231.wmf],

1

1

r

OM

=



 EMBED Equation.3  [image: image232.wmf]O
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[image: image233.wmf]1

r

r

=

, если 
[image: image234.wmf]1

r

r

=

: 

прямая  m, проходящая через точку  М, пересекает плоскость  
[image: image235.wmf]a

 в точке О, а точка  
[image: image236.wmf]1
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 лежит на прямой  m;
4) вычисляется по формуле 
[image: image237.wmf](
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, где треугольник АВС расположен на плоскости  (,  а объем пирамиды  АВСМ   равен  
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5) вычисляется по формуле 
[image: image239.wmf](
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[image: image240.wmf](
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 задана уравнением  
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6) находится с помощью векторного метода;

7) находится с помощью координатно-векторного метода.

Пример 3. В единичном кубе 
[image: image243.wmf]1

1

1

1

D

C

B

ABCDA

 найдите расстояние от точки 
[image: image244.wmf]1

С

 до плоскости 
[image: image245.wmf]С

АВ

1

.

Решение. Так как прямая 
[image: image246.wmf]1

1

С

А

 параллельна АС, то прямая 
[image: image247.wmf]1

1

С

А

 параллельна плоскости 
[image: image248.wmf]С

АВ

1

 (рис. 2). Поэтому искомое расстояние h равно расстоянию от произвольной точки прямой 
[image: image249.wmf]1

1

С

А

 до плоскости 
[image: image250.wmf]С

АВ

1

. Например, расстояние от центра 
[image: image251.wmf]1

О

 квадрата 
[image: image252.wmf]1

1

1

1

D

C

B

A

 до плоскости 
[image: image253.wmf]С

АВ

1

 равно h.
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Рис. 2

     Пусть Е – основание перпендикуляра, опущенного из точки 
[image: image255.wmf]1

О

 на прямую 
[image: image256.wmf]О

В

1

, где О – центр квадрата 
[image: image257.wmf]ABCD

. Прямая 
[image: image258.wmf]Е

О

1

 лежит в плоскости 
[image: image259.wmf]D

D

BB

1

1

, а прямая АС перпендикулярна этой плоскости. Поэтому 
[image: image260.wmf]АС

Е

О

^

1

 и 
[image: image261.wmf]Е

О

1

 - перпендикуляр к плоскости 
[image: image262.wmf]С

АВ

1

, а  
[image: image263.wmf]h

Е

О
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1

.

    Так как 
[image: image264.wmf]2
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1

1
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О

В

, 
[image: image265.wmf]1

1
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О

О

, то 
[image: image266.wmf]2

3

1
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1

1

=

+

=

ОВ

. Выражая двумя способами площадь треугольника 
[image: image267.wmf]О

О

В

1

1

, получим 
[image: image268.wmf]1

2

2

2

3

×

=

×

h

, откуда 
[image: image269.wmf]3

3

=

h

.

Ответ: 
[image: image270.wmf]3

3

.

1. Ребро  AD  пирамиды  DABC  перпендикулярно плоскости основания  АВС. Найдите расстояние от вершины  А  до плоскости, проходящей через середины ребер  АВ,  АС  и  AD, если 
[image: image271.wmf],

5

2

=

AD

 
[image: image272.wmf],

10

=

=

AC

AB

 
[image: image273.wmf].

5

4

=

BC


Ответ: 2.
4. Расстояние между
скрещивающимися прямыми

	   Расстояние между двумя скрещивающимися прямыми равно длине отрезка их общего перпендикуляра.   


Расстояние между скрещивающимися прямыми

1) равно расстоянию от любой точки одной из этих прямых до плоскости, проходящей через вторую прямую параллельно первой прямой;

2) равно расстоянию между двумя параллельными плоскостями, содержащими эти прямые;

3) равно 
[image: image274.wmf](

)

(

)

1

;

;

b

A

b

a

r

r

=

, где 
[image: image275.wmf]a

a

A

=

,  
[image: image276.wmf]a

b

b

=

1

:

если ортогональная проекция на плоскость  (  переводит прямую а  в точку А, а прямую  b в прямую 
[image: image277.wmf]1

b

, то расстояние между скрещивающимися прямыми  а  и  b равно расстоянию от точки А до прямой 
[image: image278.wmf]1

b

;
4) вычисляется по формуле 
[image: image279.wmf](

)

j

r

sin

6

;

×

×

=

CD

AB

V

CD

AB

ABCD

 где  А  и В – точки на одной прямой, С и D – точки на другой прямой, 
[image: image280.wmf]j

- угол между данными прямыми;

5) определяется с помощью векторного метода;

6) определяется с помощью координатно-векторного метода.

Пример 4. В правильной четырехугольной пирамиде 
[image: image281.wmf]SABCD

, все ребра которой равны 1, найдите расстояние между прямыми  BD и SA.

Решение. Пусть Е – основание перпендикуляра (рис. 3), опущенного из точки О на ребро SA. Так как прямая BD перпендикулярна плоскости AOS, то 
[image: image282.wmf]OE

BD

^

. 

     Таким образом, ОЕ – общий перпендикуляр к скрещивающимся прямым BD и SA.

     Найдем его длину, вычислив двумя способами площадь треугольника AOS.

     Из равенства 
[image: image283.wmf],

OE

AS

SO

AO

×

=

×

где 
[image: image284.wmf]2

2

=

AO

, 
[image: image285.wmf],

1

=
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[image: image286.wmf]2

2

=

SO

 следует, что 
[image: image287.wmf]2

1

=

OE

.
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Рис. 3

Ответ: 0,5.

1. В пирамиде  DABC  известны длины ребер:  
[image: image289.wmf],
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[image: image290.wmf].

12

=

=

DA

BC

 Найдите расстояние между прямыми  DA  и  ВС.
Ответ: 
[image: image291.wmf].

7

2


5. Угол между двумя прямыми
	( Углом между двумя пересекающимися прямыми называется наименьший из углов, образованных при пересечении прямых.
( 
[image: image292.wmf](

)

o

o

90

;

0

£

Ð

<

b

a

.

(  Углом между скрещивающимися прямыми называется угол между пересекающимися прямыми, соответственно параллельными данным скрещивающимся.

( Две прямые называются перпендикулярными, если угол между ними равен 
[image: image293.wmf]o

90

.

(  Угол между параллельными прямыми считается равным нулю.


( При нахождении угла между прямыми используют:

1) формулу 
[image: image294.wmf]bc

a

c

b

2

cos

2

2

2

-

+

=

j

 для нахождения угла 
[image: image295.wmf]j

 между прямыми m  и  l , если стороны а  и  b треугольника АВС соответственно параллельны  этим прямым;
2) формулу 
[image: image296.wmf]q

p

q

p

×

×

=

j

cos

 или в координатной форме 


[image: image297.wmf]2

2

2

2
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1
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1

2

1
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z

y

x

z
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x

x
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×

+
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=

j

 для нахождения угла 
[image: image298.wmf]j

 между прямыми m  и  l , если векторы 
[image: image299.wmf](

)

1

1

1

;

;

z

y

x

p

 и  
[image: image300.wmf](

)
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2
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;

z
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x

q

 параллельны соответственно этим прямым; в частности, для того чтобы прямые m  и  l  были перпендикулярны, необходимо и достаточно, чтобы  
[image: image301.wmf]0
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×

q

p

 или 
[image: image302.wmf]0
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x

;

3)  ключевые задачи.

Пример 5. В кубе 
[image: image303.wmf]1

1

1

1

D

C

B

ABCDA

 найдите угол между прямыми 
[image: image304.wmf]D

A

1

 и 
[image: image305.wmf]E

D

1

, где Е – середина ребра 
[image: image306.wmf]1

CC

.

Решение. Пусть F – середина ребра 
[image: image307.wmf]1

ВВ

, а – ребро куба, ( - искомый угол.

     Так как 
[image: image308.wmf]E

D

F

A

1

1

, то  ( -  угол при вершине 
[image: image309.wmf]1

A

 в треугольнике 
[image: image310.wmf]FD

A

1

.

Из треугольника BFD имеем 
[image: image311.wmf]4
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+

=

, а из треугольника 
[image: image312.wmf]F
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1

1

 получаем 
[image: image313.wmf]4
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+

=

, откуда 
[image: image314.wmf]2

5

1

a

F

A

=

.

Далее в треугольнике 
[image: image315.wmf]FD

A

1

 используем теорему косинусов 


[image: image316.wmf]j
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, 
[image: image317.wmf]j
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, откуда 
[image: image318.wmf]10

1

cos

=

j

 и 
[image: image319.wmf]10

1
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=

j

.
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Рис. 4

Ответ: 
[image: image321.wmf]10

1

arccos

.

1. В кубе 
[image: image322.wmf]1

1

1

1

D

C

B

ABCDA

 точки Е, F – середины ребер соответственно 
[image: image323.wmf]1

1

В

A

 и 
[image: image324.wmf]1

1

C

B

. Найдите косинус угла между прямыми АЕ  и BF.

Ответ: 0,8.
2. В кубе 
[image: image325.wmf]1

1

1

1

D

C

B

ABCDA

 точки Е, F – середины ребер соответственно 
[image: image326.wmf]1

1

В

A

 и 
[image: image327.wmf]1

1

D

C

. Найдите косинус угла между прямыми АЕ  и BF.

Ответ: 
[image: image328.wmf]5

5

.

3. В кубе 
[image: image329.wmf]1

1

1

1

D

C

B

ABCDA

 точка Е – середина ребра 
[image: image330.wmf]1

1

В

A

. Найдите косинус угла между прямыми АЕ  и 
[image: image331.wmf]1

ВD

.

Ответ: 
[image: image332.wmf]5

15

.
4. К диагонали куба провели перпендикуляры из остальных вершин куба. На сколько частей и в каком отношении основания этих перпендикуляров разделили диагональ?

Ответ: на три части в отношении 1:1:1.
5. К диагонали 
[image: image333.wmf]C

A

1

  куба 
[image: image334.wmf]1

1

1

1

D

C

B

ABCDA

 провели перпендикуляры из середин ребер  АВ  и  AD.  Найдите угол между этими перпендикулярами.

Ответ: 
[image: image335.wmf]o

60

.

6. К диагонали 
[image: image336.wmf]C

A

1

  куба 
[image: image337.wmf]1

1

1

1

D

C

B

ABCDA

 провели перпендикуляры из вершин А  и В.  Найдите угол между этими перпендикулярами.

Ответ: 
[image: image338.wmf]o

60

.

7. В правильной треугольной призме 
[image: image339.wmf]1

1

1

C

B

ABCA

, все ребра которой равны 1, найдите косинус угла между прямыми АВ  и 
[image: image340.wmf]C

A

1

.

Ответ: 
[image: image341.wmf]4

2

.

8. В правильной треугольной призме 
[image: image342.wmf]1

1

1

C

B

ABCA

, все ребра которой равны 1, найдите косинус угла между прямыми  
[image: image343.wmf]1

AВ

  и  
[image: image344.wmf]1

BC

.

Ответ: 
[image: image345.wmf]4

1

.
9. Непересекающиеся диагонали двух смежных боковых граней прямоугольного параллелепипеда образуют с плоскостью его основания углы ( и (. Найдите угол между этими диагоналями.

Ответ: 
[image: image346.wmf](
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10. В правильной треугольной призме 
[image: image347.wmf]1

1

1

C

B

ABCA

, все ребра которой равны 1, точки D, Е – середины ребер соответственно 
[image: image348.wmf]1

1

В

A

 и 
[image: image349.wmf]1

1

C

B

. Найдите косинус угла между прямыми АD  и  ВЕ.

Ответ: 0,7.

11. В правильной треугольной призме 
[image: image350.wmf]1

1

1

C

B

ABCA

, все ребра которой равны 1, точка D – середина ребра 
[image: image351.wmf]1

1

В

A

. Найдите косинус угла между прямыми АD  и  
[image: image352.wmf]1

BC

.

Ответ: 
[image: image353.wmf]20

10

3

.
12. В правильной шестиугольной призме 
[image: image354.wmf]1

1

1

1

1

1

F

E

D

C

B

ABCDEFA

, все ребра которой равны 1, найдите косинус угла между прямыми 
[image: image355.wmf]1

AB

 и  
[image: image356.wmf]1

BC

.

Ответ: 0,75.

13. В правильной шестиугольной призме 
[image: image357.wmf]1

1

1

1

1

1

F

E

D

C

B

ABCDEFA

, все ребра которой равны 1, найдите косинус угла между прямыми 
[image: image358.wmf]1

AB

 и  
[image: image359.wmf]1

BD

.

Ответ: 
[image: image360.wmf]4

2

.

14. В правильной шестиугольной призме 
[image: image361.wmf]1

1

1
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1

1

F

E

D

C

B

ABCDEFA

, все ребра которой равны 1, найдите косинус угла между прямыми 
[image: image362.wmf]1

AB

 и  
[image: image363.wmf]1

BE

.

Ответ: 
[image: image364.wmf]o

90

.
15. В правильной шестиугольной призме 
[image: image365.wmf]1

1

1

1

1

1

F

E

D

C

B

ABCDEFA

, все ребра которой равны 1, точки G, H – середины ребер соответственно 
[image: image366.wmf]1

1

В

A

 и 
[image: image367.wmf]1

1

C

B

. Найдите косинус угла между прямыми АG  и BH.

Ответ: 0,9.

16. В правильной шестиугольной призме 
[image: image368.wmf]1

1

1

1

1

1

F

E

D

C

B

ABCDEFA

, все ребра которой равны 1, точка G – середина ребра 
[image: image369.wmf]1

1

В

A

. Найдите косинус угла между прямыми АG  и 
[image: image370.wmf]1

BC

.

Ответ: 
[image: image371.wmf]4

10

.

17. В правильной шестиугольной призме 
[image: image372.wmf]1

1

1

1

1

1

F

E

D

C

B

ABCDEFA

, все ребра которой равны 1, точка G – середина ребра 
[image: image373.wmf]1

1

В

A

. Найдите косинус угла между прямыми АG  и 
[image: image374.wmf]1

BD

.

Ответ: 
[image: image375.wmf]5

5

.

18. Найдите угол между непересекающимися медианами граней правильного тетраэдра. 

Ответ: 
[image: image376.wmf];

6

1

arccos

 
[image: image377.wmf]3

2

arccos

.

19.  В правильной четырехугольной пирамиде SABCD, все ребра которой равны 1, точки Е, F – середины ребер соответственно SB и SC. Найдите косинус угла между прямыми АЕ  и BF.

Ответ: 
[image: image378.wmf]6

1

.

20. Ребра 
[image: image379.wmf]АD

 и ВС пирамиды DABC равны 24 см и 10 см. Расстояние между серединами ребер 
[image: image380.wmf]BD

 и 
[image: image381.wmf]AC

 равно 13 см. Найдите угол между прямыми 
[image: image382.wmf]АD

 и ВС.

Ответ: 
[image: image383.wmf]o

90

.

6. Угол между прямой и плоскостью
	( Углом между плоскостью и не перпендикулярной ей прямой называется угол между этой прямой и ее проекцией на данную плоскость.

( 
[image: image384.wmf]o
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90
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;

(
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.

( Угол между взаимно перпендикулярными прямой и плоскостью равен 
[image: image385.wmf]o

90

.

( Если прямая параллельна плоскости (или лежит в ней), то угол между ними считается равным 
[image: image386.wmf]o

0

.


Угол между прямой  l  и плоскостью 
[image: image387.wmf]a

 можно вычислить:
1)  если этот угол удается включить в прямоугольный треугольник в качестве одного из острых углов;
2)  по формуле  
[image: image388.wmf](
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, где 
[image: image389.wmf]l
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,  
[image: image390.wmf];
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3)  по формуле  
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 или в координатной форме 
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2

1

2

1

2

1

sin

z

y

x

z

y

x

z

z

y

y

x

x

+

+

×

+

+

+

+

=

j

, где 
[image: image393.wmf](

)

1

1

1

;

;

z

y

x

n

- вектор нормали плоскости 
[image: image394.wmf]a

, 
[image: image395.wmf](

)

2

2

2

;

;

z

y

x

p

- направляющий вектор прямой l; 

( прямая  l  и плоскость 
[image: image396.wmf]a

 параллельны тогда и только тогда, когда  
[image: image397.wmf]0

2

1

2

1

2

1

=

+

+

z

z

y

y

x

x

; 

4)  используя векторный метод;
5)  используя координатно-векторный метод;
6)  используя ключевые задачи.

Пример 6. В правильной треугольной призме 
[image: image398.wmf]1

1

1

C

B

ABCA

, все ребра которой равны 1, найдите угол между прямой 
[image: image399.wmf]1

АВ

 и плоскостью 
[image: image400.wmf]С

С

АА

1

1

.

Решение. Пусть D – середина 
[image: image401.wmf]1

1

С

А

, тогда 
[image: image402.wmf]D

B

1

 - перпендикуляр к плоскости 
[image: image403.wmf]С

С

АА

1

1

, а D – проекция точки 
[image: image404.wmf]1

В

 на эту плоскость (рис. 5).

     Если ( - искомый угол, то 
[image: image405.wmf]1

1

sin

AB

D

B

=

j

, где 
[image: image406.wmf]2

1

=

AB

, 
[image: image407.wmf]2

3

1

=

D

B

, и поэтому 
[image: image408.wmf]4

6

sin

=

j

,  
[image: image409.wmf]4

6

arcsin

=

j

.
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Рис. 5

Ответ: 
[image: image411.wmf]4

6

arcsin

.

1.  В кубе 
[image: image412.wmf]1

1

1

1

D

C

B

ABCDA

 найдите угол между прямой 
[image: image413.wmf]1

AВ

 и плоскостью 
[image: image414.wmf]1

ABC

.

Ответ: 
[image: image415.wmf]o

30

.

2.  В кубе 
[image: image416.wmf]1

1

1

1

D

C

B

ABCDA

 найдите тангенс угла между прямой 
[image: image417.wmf]1

AA

 и плоскостью 
[image: image418.wmf]D

BC

1

.

Ответ: 
[image: image419.wmf]2

2

.
3.  В кубе 
[image: image420.wmf]1

1

1

1

D

C

B

ABCDA

 найдите тангенс угла между прямой 
[image: image421.wmf]1

AC

 и плоскостью 
[image: image422.wmf]1

BCC

.

Ответ: 
[image: image423.wmf]2

2

.
4. В кубе 
[image: image424.wmf]1

1

1

1

D

C

B

ABCDA

 точка Е – середина ребра 
[image: image425.wmf]1

1

В

A

. Найдите синус угла между прямой АЕ  и плоскостью 
[image: image426.wmf]1

ВDD

.

Ответ: 
[image: image427.wmf]10

10

.
5. В кубе 
[image: image428.wmf]1

1

1

1

D

C

B

ABCDA

 точка Е – середина ребра 
[image: image429.wmf]1

1

В

A

. Найдите синус угла между прямой АЕ  и плоскостью 
[image: image430.wmf]1

ВDC

.

Ответ: 
[image: image431.wmf]15

15

.

6. В прямоугольном параллелепипеде 
[image: image432.wmf]1

1

1

1

D

C

B

ABCDA

 найдите угол между плоскостью 
[image: image433.wmf]C

AA

1

 и прямой  
[image: image434.wmf]В

A

1

, если 
[image: image435.wmf]3

1

=

AA

,  
[image: image436.wmf]4

=

AB

,  
[image: image437.wmf].

4

=

BC


Ответ: 
[image: image438.wmf].

5

2

2

arcsin


7. В прямоугольном параллелепипеде 
[image: image439.wmf]1

1

1

1

D

C

B

ABCDA

 найдите угол между плоскостью 
[image: image440.wmf]BC

A

1

 и прямой  
[image: image441.wmf]1

BC

, если 
[image: image442.wmf]8

1

=

AA

,  
[image: image443.wmf]6

=

AB

,  
[image: image444.wmf]15

=

BC

.

Ответ: 
[image: image445.wmf].

85

24

arcsin


8. В прямоугольном параллелепипеде 
[image: image446.wmf]1

1

1

1

D

C

B

ABCDA

, у которого 
[image: image447.wmf]4

1

=

AA

,  
[image: image448.wmf]6

1

1

=

D

A

, 
[image: image449.wmf]6

1

1

=

D

C

 найдите тангенс угла между плоскостью 
[image: image450.wmf]1

ADD

 и прямой  EF, проходящей через середины ребер АВ  и  
[image: image451.wmf]1

1

C

B

.

 Ответ: 
[image: image452.wmf]5

3

.
9. В прямоугольном параллелепипеде 
[image: image453.wmf]1

1

1

1

D

C

B

ABCDA

, у которого 
[image: image454.wmf]4

=

AB

,  
[image: image455.wmf]6

=

BC

, 
[image: image456.wmf]4

1

=

CC

 найдите тангенс угла между плоскостью АВС и прямой  EF, проходящей через середины ребер 
[image: image457.wmf]1

AA

  и  
[image: image458.wmf]1

1

D

C

.

 Ответ: 
[image: image459.wmf]10

1

.
10. В правильной треугольной призме 
[image: image460.wmf]1

1

1

C

B

ABCA

, все ребра которой равны 1, точка D – середина ребра 
[image: image461.wmf]1

1

В

A

. Найдите синус угла между прямой АD  и  плоскостью 
[image: image462.wmf]1

BСC

.

Ответ: 
[image: image463.wmf]10

15

.
11. В основании прямой призмы 
[image: image464.wmf]1

1

1

K

N

MNKM

 лежит прямоугольный треугольник  MNK, у которого угол  N  равен 
[image: image465.wmf]o

90

, угол  M  равен 
[image: image466.wmf]o

60

, 
[image: image467.wmf]18

=

NK

. Диагональ боковой грани 
[image: image468.wmf]N

M

1

 составляет угол 
[image: image469.wmf]o

30

 с плоскостью  
[image: image470.wmf]1

1

K

MM

. Найдите высоту призмы.

Ответ: 
[image: image471.wmf]6

6

.

12. В основании прямой призмы 
[image: image472.wmf]1

1

1

C

B

ABCA

 лежит прямоугольный треугольник  АВС, у которого угол  С  равен 
[image: image473.wmf]o

90

, угол  А  равен 
[image: image474.wmf]o

30

, 
[image: image475.wmf]3

10

=

AC

. Диагональ боковой грани 
[image: image476.wmf]C

B

1

 составляет угол 
[image: image477.wmf]o

30

 с плоскостью  
[image: image478.wmf]1

1

B

AA

. Найдите высоту призмы.

Ответ: 
[image: image479.wmf]2

10

.

Критерии:
	Содержание критерия
	Баллы

	Обоснованно получен верный ответ.
	2

	Способ нахождения искомой величины верен, но получен неверный ответ или решение не закончено.
	1

	Решение не соответствует ни одному из критериев, перечисленных выше.
	0



13. В правильной шестиугольной призме 
[image: image480.wmf]1

1

1

1

1

1

F

E

D

C

B

ABCDEFA

, все ребра которой равны 1, точка G – середина ребра 
[image: image481.wmf]1

1

В

A

. Найдите синус угла между прямой АG  и 
[image: image482.wmf]1

BСС

.

Ответ: 
[image: image483.wmf]10

15

.

14. В правильной шестиугольной призме 
[image: image484.wmf]1

1

1

1

1

1

F

E

D

C

B

ABCDEFA

, все ребра которой равны 1, точка G – середина ребра 
[image: image485.wmf]1

1

В

A

. Найдите синус угла между прямой АG  и 
[image: image486.wmf]1

BDD

.

Ответ: 
[image: image487.wmf]5

5

.
15. В правильной четырехугольной пирамиде SABCD, все ребра которой равны 1, найдите косинус угла между прямой АВ  и плоскостью SAD.

Ответ: 
[image: image488.wmf]3

3

.
16. В правильной шестиугольной пирамиде SABCDEF, боковые ребра которой равны 2, а стороны основания – 1, найдите косинус угла между прямой АС  и плоскостью SAF.

Ответ: 
[image: image489.wmf]5

5

.
7. Угол между плоскостями
	 (  Двугранный угол, образованный полуплоскостями измеряется величиной его линейного угла, получаемого при пересечении двугранного угла плоскостью, перпендикулярной его ребру.
 ( Величина двугранного угла принадлежит промежутку  
[image: image490.wmf](

)

o

o

180

;

0

.
 ( Величина угла между пересекающимися плоскостями принадлежит промежутку 
[image: image491.wmf](

]

o

o

90

;

0

.
 ( Угол между двумя параллельными плоскостями считается равным 
[image: image492.wmf]o

0

.  


Угол между пересекающимися плоскостями можно вычислить:
1)  как угол между прямыми, лежащими в этих плоскостях и перпендикулярными к линии их пересечения;
2)  как угол треугольника, если удается включить линейный угол в некоторый треугольник;
3)  по формуле  
[image: image493.wmf](

)

(

)

(

)

l

M

M

;

;

;

sin

r

b

r

b

a

=

Ð

, где 
[image: image494.wmf];

a

Î

M

  
[image: image495.wmf]l

=

Ç

b

a

;
4)  по формуле 
[image: image496.wmf](

)

S

S

¢

=

Ð

b

a

;

cos

, где S – площадь фигуры Ф, расположенной в плоскости 
[image: image497.wmf]a

, 
[image: image498.wmf]S

¢

 - площадь проекции фигуры Ф на плоскость 
[image: image499.wmf]b

;
5)  как угол между перпендикулярными им прямыми;
6) по формуле 
[image: image500.wmf](

)

2

1

2

1

;

cos

n

n

n

n

×

×

=

Ð

b

a

 или в координатной форме  
[image: image501.wmf](

)

=

Ð

b

a

;

cos



[image: image502.wmf]2
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+

+
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+

+
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=

, где 
[image: image503.wmf](

)

1

1

1

1

;

;

C

B

A

n

 - вектор нормали плоскости 
[image: image504.wmf]0

1

1

1

1

=

+

+

+

D

z

C

y

B

x

A

,  
[image: image505.wmf](

)

2

2

2

2

;

;

C

B

A

n

 - вектор нормали плоскости 
[image: image506.wmf]0

2

2
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+
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B

x

A

;
7)  используя ключевые задачи.

Пример 7. В правильной четырехугольной пирамиде 
[image: image507.wmf]SABCD

, все ребра которой равны 1, найдите двугранный угол между основанием и боковой гранью.

Решение. Пусть Е и  К – середины ребер AD и  BC соответственно, О – центр основания 
[image: image508.wmf]ABCD

 (рис. 6). Тогда 
[image: image509.wmf]AD

SE

^

, 
[image: image510.wmf]AD

EK

^

 и поэтому 
[image: image511.wmf]j

=

Ð

SEK

 - линейный угол данного двугранного угла.

     Так как 
[image: image512.wmf]1

=

AD

, 
[image: image513.wmf]2

1

=

OE

, 
[image: image514.wmf]1

=

SD

, то 
[image: image515.wmf]2

3

4

1

1

2

2

=

-

=

-

=

ED

SD

SE

, 
[image: image516.wmf]3

1

cos

=

=

SE

OE

j

, 
[image: image517.wmf]3

1

arccos

=

j

.
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Рис. 6

Ответ: 
[image: image519.wmf]3

1

arccos

.

1. Дан куб 
[image: image520.wmf]1

1

1

1

D

C

B

ABCDA

. Найдите угол между плоскостями  
[image: image521.wmf]1

1

C

AB

 и 
[image: image522.wmf]C

B

A

1

1

.

Ответ: 
[image: image523.wmf]3

p

.
2. Диагональ 
[image: image524.wmf]C

A

1

 куба 
[image: image525.wmf]1

1

1

1

D

C

B

ABCDA


служит ребром двугранного угла, грани которого проходят через середины ребер АВ и 
[image: image526.wmf]1

DD

. Найдите величину этого угла. 

Ответ: 
[image: image527.wmf]o

120

.

3.  Диагональ 
[image: image528.wmf]C

A

'

 куба 
[image: image529.wmf]'

'

'

'

D

C

B

ABCDA


служит ребром двугранного угла, грани которого проходят через В и 
[image: image530.wmf]D

. Найдите величину этого угла. 

Ответ: 
[image: image531.wmf]o

120

.

4. В кубе 
[image: image532.wmf]1

1

1

1

D

C

B

ABCDA

 точки Е, F – середины ребер соответственно 
[image: image533.wmf]1

1

В

A

 и 
[image: image534.wmf]1

1

D

A

. Найдите тангенс угла между плоскостями АЕF  и 
[image: image535.wmf]1

ВCC

.

Ответ: 
[image: image536.wmf]2

5

.
5. В кубе 
[image: image537.wmf]1

1

1

1

D

C

B

ABCDA

 точки Е, F – середины ребер соответственно 
[image: image538.wmf]1

1

В

A

 и 
[image: image539.wmf]1

1

D

A

. Найдите тангенс угла между плоскостями АЕF  и 
[image: image540.wmf]1

ВDD

.

Ответ: 
[image: image541.wmf]4

2

.
6. В прямоугольном параллелепипеде


[image: image542.wmf]1

1

1

1

D

C

B

ABCDA

  известны длины ребер: 
[image: image543.wmf],

5

1

=

AA

  
[image: image544.wmf],

12

=

AB

 
[image: image545.wmf].

8

=

AD

 Найдите тангенс угла между плоскостью  АВС  и плоскостью, проходящей через точку  В  перпендикулярно прямой  АК,  если  К  - середина ребра  
[image: image546.wmf].

1

1

D

C


Ответ: 2.

7. В прямоугольном параллелепипеде


[image: image547.wmf]1

1

1

1

D

C

B

ABCDA

, у которого 
[image: image548.wmf]4

=

AB

,  
[image: image549.wmf]6

=

BC

, 
[image: image550.wmf]4

1

=

CC

 найдите тангенс угла между плоскостями  
[image: image551.wmf]1

CDD

  и  
[image: image552.wmf]1

BDA

.

Ответ: 
[image: image553.wmf]2

2

3

.

8. В прямоугольном параллелепипеде


[image: image554.wmf]1

1

1

1

D

C

B

ABCDA

, у которого 
[image: image555.wmf]6

=

AB

,  
[image: image556.wmf]6

=

BC

, 
[image: image557.wmf]4

1

=

CC

 найдите тангенс угла между плоскостями  
[image: image558.wmf]1

ACD

  и  
[image: image559.wmf]1

1

1

C

B

A

.

Ответ: 
[image: image560.wmf]3

2

2

.

9. Основание прямой четырехугольной призмы 
[image: image561.wmf]1

1

1

1

D

C

B

ABCDA

 - прямоугольник 
[image: image562.wmf]ABCD

, в котором 
[image: image563.wmf]5

=

АВ

, 
[image: image564.wmf]33

=

AD

. Найдите тангенс угла между плоскостью грани 
[image: image565.wmf]D

D

AA

1

1

 призмы и плоскостью, проходящей через середину ребра 
[image: image566.wmf]CD

 перпендикулярно прямой 
[image: image567.wmf]D

B

1

, если расстояние между прямыми 
[image: image568.wmf]1

1

C

A

 и 
[image: image569.wmf]BD

равно 
[image: image570.wmf]3

.

Ответ: 1,2.
10. Основание прямой четырехугольной призмы 
[image: image571.wmf]1

1

1

1

D

C

B

ABCDA

 - прямоугольник 
[image: image572.wmf]ABCD

, в котором 
[image: image573.wmf]12

=

АВ

, 
[image: image574.wmf]31

=

AD

. Найдите тангенс угла между плоскостью основания призмы и плоскостью, проходящей через середину ребра 
[image: image575.wmf]AD

 перпендикулярно прямой 
[image: image576.wmf]1

BD

, если расстояние между прямыми 
[image: image577.wmf]AC

 и 
[image: image578.wmf]1

1

D

B

 равно 5.

Ответ: 
[image: image579.wmf]4

2

.
11.  Сторона основания правильной треугольной призмы 
[image: image580.wmf]1

1

1

C

B

ABCA

 равна 2, а диагональ боковой грани равна 
[image: image581.wmf]5

. Найдите угол между плоскостью 
[image: image582.wmf]BC

A

1

 и плоскостью основания призмы.

Ответ: 
[image: image583.wmf]o

30

.
12. В правильной треугольной призме 
[image: image584.wmf]1

1

1

C

B

ABCA

, все ребра которой равны 1, найдите угол между плоскостями

[image: image585.wmf]1

ACВ

 и 
[image: image586.wmf]В

С

A

1

1

.

Ответ: 
[image: image587.wmf]7

1

arccos

.
13. (Демо 2010) Сторона основания правильной треугольной призмы 
[image: image588.wmf]1

1

1

C

B

ABCA

 равна 2, а диагональ боковой грани равна  
[image: image589.wmf]5

. Найдите угол между плоскостью  
[image: image590.wmf]BC

A

1

 и плоскостью основания призмы.

Ответ: 
[image: image591.wmf]o

30

.
14. В правильной треугольной призме 
[image: image592.wmf]1

1

1

C

B

ABCA

, все ребра которой равны 1, точки D, Е – середины ребер соответственно 
[image: image593.wmf]1

1

В

A

 и 
[image: image594.wmf]1

1

C

А

. Найдите тангенс угла между плоскостями АDЕ  и  
[image: image595.wmf]1

ВCC

.

Ответ: 
[image: image596.wmf]4

3

.

15. Основанием прямой треугольной

призмы 
[image: image597.wmf]1

1

1

C

B

ABCA

 является равнобедренный треугольник АВС, в котором 
[image: image598.wmf],

10

=

=

BC

AB

 
[image: image599.wmf].

16

=

AC

Боковое ребро призмы равно 24. Точка  Р – середина ребра  
[image: image600.wmf]1

BB

. Найдите тангенс угла между плоскостями  
[image: image601.wmf]1

1

1

C

B

A

  и  АСР.

Ответ: 2.
16. Основанием прямой треугольной

призмы 
[image: image602.wmf]1

1

1

C

B

ABCA

 является равнобедренный треугольник АВС, в котором 
[image: image603.wmf],

20
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=

BC

AB

 
[image: image604.wmf].

32

=

AC

Боковое ребро призмы равно 24. Точка  Р принадлежит ребра  
[image: image605.wmf]1

BB

, причем 
[image: image606.wmf].

3
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1
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1

=

PB

BP

 Найдите тангенс угла между плоскостями  
[image: image607.wmf]1

1

1

C

B

A

  и  АСР.

Ответ: 0,5.
17. Основанием прямой треугольной

призмы 
[image: image608.wmf]1

1

1

C

B

ABCA

 является треугольник АВС, в котором 
[image: image609.wmf],

8

=

=

AC

AB

 а один из углов равен 
[image: image610.wmf]o

60

. На ребре 
[image: image611.wmf]1

AA

 отмечена точка  Р так, что 
[image: image612.wmf].

1
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1
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AP

 Найдите тангенс угла между плоскостями  АВС и СВР, если расстояние между прямыми АВ  и  
[image: image613.wmf]1

1

B

C

 равно 
[image: image614.wmf]3

18

.

Ответ: 3.
18. Основанием прямой треугольной

призмы 
[image: image615.wmf]1

1

1

C

B

ABCA

 является треугольник АВС, в котором 
[image: image616.wmf],

6
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=

BC

AC

 а один из углов равен 
[image: image617.wmf]o

60

. На ребре 
[image: image618.wmf]1

CC

 отмечена точка  Р так, что 
[image: image619.wmf].

1
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CP

 Найдите тангенс угла между плоскостями  АВС и АВР, если расстояние между прямыми АС  и  
[image: image620.wmf]1

1

B

A

 равно 
[image: image621.wmf]3

18

.

Ответ: 4.
19. Основанием прямой призмы


[image: image622.wmf]1

1

1

C

B

ABCA

 является прямоугольный треугольник АВС с гипотенузой АС. Найдите тангенс угла между плоскостью 
[image: image623.wmf]1

1

1

C

B

A

 и плоскостью, проходящей через середину ребра  
[image: image624.wmf]1

AA

 и прямую ВС, если 
[image: image625.wmf],
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AB

  
[image: image626.wmf].
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1
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BB


Ответ: 1,5.

20. Основание пирамиды DABC - равнобедренный треугольник  АВС, в котором  
[image: image627.wmf],

13

=

=

BC

AB

 
[image: image628.wmf].

24

=

AC

 Ребро DB перпендикулярно плоскости основания и равно 20. Найдите тангенс двугранного угла при ребре АС. 

Ответ: 4.

21. В правильной четырехугольной пирамиде  SABCD, все ребра которой равны 1, найдите косинус угла между плоскостями АВС  и  BCS.

Ответ: 
[image: image629.wmf]3

3

. 
22. Диаметр окружности основания цилиндра равен 20, образующая цилиндра равна 28. Плоскость пересекает его основания по хордам длины 12 и 16. Найдите тангенс угла между этой плоскостью и плоскостью основания цилиндра.

Ответ: 2 или 14.

23. Диаметр окружности основания цилиндра равен 26, образующая цилиндра равна 21. Плоскость пересекает его основания по хордам длины 24 и 10. Найдите тангенс угла между этой плоскостью и плоскостью основания цилиндра.

Ответ: 3 или 
[image: image630.wmf]17

21

.

8. Разные задачи

1. Найдите радиус сферы, внутри которой расположены четыре шара радиуса  r. Каждый из этих шаров касается трех других и поверхности сферы.

Ответ: 
[image: image631.wmf]÷

÷

ø
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r

.
2. Три сферы, попарно касаясь друг друга, касаются плоскости треугольника в его вершинах. Найти радиусы сфер, если  

стороны треугольника равны а, b и с.
Ответ: 
[image: image632.wmf]b

ac
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bc

c

ab

2
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.

3. Плоскость пересекает боковые ребра  SA,   SB  и  SC  треугольной пирамиды  SABC  в точках  K,  L и  M  соответственно. В каком отношении делит эта плоскость объем пирамиды, если известно, что  
[image: image633.wmf]2

=

=

LB

SL

KA

SK

, а медиану  SN  треугольника  SBC эта плоскость делит пополам.

Ответ: 
[image: image634.wmf].

37
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4. Найти угол при вершине в осевом сечении конуса, если на его поверхности можно провести три попарно перпендикулярные образующие.
Ответ: 
[image: image635.wmf]÷
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è

æ
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1
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.
5. Какие значения принимает угол между образующими конуса, если его образующая в два раза больше радиуса основания?
Ответ: 
[image: image636.wmf](

]
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;
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.

9. Координатный метод

Пример 8. В единичном кубе 
[image: image637.wmf]1

1

1

1

D

C

B

ABCDA

  точки Е  и  К  - середины ребер 
[image: image638.wmf]1

AA

  и 
[image: image639.wmf]CD

 соответственно, а точка  М  расположена на диагонали 
[image: image640.wmf]1

1

D

B

 так, что 
[image: image641.wmf].
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  Найдите расстояние между точками Q и L, где Q – середина отрезка ЕМ, а  L – точка отрезка  МК такая, что 
[image: image642.wmf].
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=


Решение. Введем прямоугольную систему координат, как указано на рисунке 7. Тогда 
[image: image643.wmf]÷
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[image: image644.wmf]÷
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, 
[image: image645.wmf])
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, 
[image: image646.wmf])
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1

D

. Для нахождения координат точки М используем формулу координат точки, делящей отрезок 
[image: image647.wmf]1

1

D

B

 в отношении 2:1. Имеем 
[image: image648.wmf]÷
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. Аналогично получим координаты точки L, делящей отрезок МК  в отношении 2:1. Имеем 
[image: image649.wmf]÷
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  Координаты точки Q равны полусуммам соответствующих координат точек Е и  М, поэтому 
[image: image650.wmf]÷
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Q

. Применим формулу для расстояния между точками с заданными координатами 


[image: image651.wmf]=
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[image: image652.wmf]36
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Рис. 7

Ответ: 
[image: image654.wmf]36

29
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.

Пример 9. В единичном кубе 
[image: image655.wmf]1
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 найдите расстояние от точки 
[image: image656.wmf]1

А

 до плоскости 
[image: image657.wmf]1

BDC

.

Решение. Составим уравнение плоскости, проходящей через точки 
[image: image658.wmf])
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 и 
[image: image660.wmf])
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. Для этого подставим координаты этих точек в общее уравнение плоскости 
[image: image661.wmf]0
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. Получим систему уравнений 
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î

ï

í

ì

=

+

+

+

=

+

=

+

0

0

0

D

C

B

A

D

A

D

B

 или  
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 Отсюда находим уравнение 
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 или  
[image: image665.wmf]0
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. По формуле находим расстояние от точки 
[image: image666.wmf])
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Рис. 8

Ответ: 
[image: image670.wmf]3
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.

10. Координатно-векторный метод

Пример 10. В единичном кубе 
[image: image671.wmf]1
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 найдите расстояние между диагональю куба 
[image: image672.wmf]1

BD

 и диагональю грани 
[image: image673.wmf]1

AB

.

Решение. Введем прямоугольную систему координат (рис. 9), тогда 
[image: image674.wmf]
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Пусть EF – общий перпендикуляр скрещивающихся прямых 
[image: image679.wmf]1
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 и 
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, то есть 
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 и воспользуемся формулами для координат точки, которая делит данный отрезок в заданном отношении. Получим 
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должен быть перпендикулярным векторам 
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Отсюда 
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Рис. 9

Ответ: 
[image: image702.wmf]6
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Пример 11. В единичном кубе 
[image: image703.wmf]1
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 найдите угол между прямыми АЕ и DF, где Е и F – точки, расположенные на ребрах CD и 
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Решение. Введем прямоугольную систему координат, как указано на рисунке 10. Тогда 
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[image: image713.wmf]130

2

3

13

3

10

9

2

cos

=

×

=

×

×

=

DF

AE

DF

AE

a

, 
[image: image714.wmf]130

2

arccos

=

a
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Рис. 10

Ответ: 
[image: image716.wmf]130
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Пример 12. В единичном кубе 
[image: image717.wmf]1
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 найдите угол между прямой 
[image: image718.wmf]1
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и плоскостью (, проходящей через точки 
[image: image719.wmf]1
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, Е и F, где точка Е – середина ребра 
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, так, что 
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Решение. Введем прямоугольную систему координат, как указано на рисунке 11. Тогда  
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Рис. 11

Ответ: 
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Пример 13. Найдите угол между плоскостями 
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Решение. Рассмотрим векторы  
[image: image751.wmf])

6

;

3

;

2

(

=

n

 и  
[image: image752.wmf])

2

;

4

;

4

(

=

m

, перпендикулярные к данным плоскостям. Искомый угол найдем по формуле 
[image: image753.wmf]m

n

m

n

×

×

=

j

cos

. 

Так как 
[image: image754.wmf]32

2

6

4

3

4

2

=

×

+

×

+

×

=

×

m

n

, 
[image: image755.wmf]7

36

9

4

=

+

+

=

n

, 
[image: image756.wmf]6

4

16

16

=

+

+

=

m

, то 
[image: image757.wmf]21

16

cos

=

j

, откуда 
[image: image758.wmf]21

16

arccos

=

j

.

Ответ: 
[image: image759.wmf]21

16

arccos

.
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Рис. 12

Ответ: 
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11. Векторный метод

Пример 15. В единичном кубе 
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Пример 16. В единичном кубе 
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Рис. 13

Ответ:  
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Пример 17. В единичном кубе 
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Рис. 14

Пример 18. В единичном кубе 
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Рис. 15

Ответ: 
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Пример 19. В кубе 
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 найдите угол между прямыми EF  и  PQ,  где  E,  F,   P,  Q – середины ребер 
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Рис. 16

Ответ: 
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Пример 20. В правильной четырехугольной пирамиде 
[image: image937.wmf]SABCD

, все ребра которой равны 1, найдите угол между прямой DE, где  E – середина апофемы   SF  грани  ASB, и плоскостью  ASC.

Решение. Так как прямая ОD перпендикулярна плоскости ASC, то вектор 
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 является вектором нормали плоскости ASC. 
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Рис. 17

Ответ: 
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Пример 21. В кубе 
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 найдите угол между плоскостями 
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Решение. Пусть 
[image: image961.wmf]a

AD

=

, 
[image: image962.wmf]b

AB

=

, 
[image: image963.wmf]c

AA

=

1
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Рис. 18
Ответ: 
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12. Метод объемов

( При составлении уравнения используется объем фигуры, выраженный двумя независимыми способами.

Пример 22. Ребро куба 
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 равно  а. Найдите расстояние от точки С до плоскости 
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.

Решение. Искомое расстояние х равно высоте CQ (рис. 19), опущенной в пирамиде 
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 из вершины С на основание 
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     Объем этой пирамиды равен  
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. С другой стороны, так как треугольник  
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Рис. 19

Ответ: 
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13. Метод ключевых задач

Ключевая задача № 1

( Если S – площадь фигуры Ф, расположенной в плоскости 
[image: image993.wmf]a

, 
[image: image994.wmf]S
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 - площадь проекции фигуры Ф на плоскость 
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, то справедлива формула 
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Пример 23. В кубе 
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 найдите угол между плоскостями 
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AB
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 и АВС.

Решение. Пусть ( - искомый угол. Используем соотношение 
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 (рис. 20), где 
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Рис. 20

Ответ: 
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Ключевая задача № 2 (теорема о трех синусах)

( Пусть в одной из граней двугранного угла, величина которого равна  (, проведена прямая, составляющая с ребром двугранного угла угол (  (
[image: image1007.wmf]o

o

90

0

<

<

b

), ( - величина угла между этой прямой и другой гранью. Тогда справедливо следующее соотношение:
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Пример 24. В кубе 
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 найдите угол между плоскостями 
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 и АВС.

Решение. Пусть ( - искомый угол (рис. 20). Так как 
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Ответ: 
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Ключевая задача № 3 (теорема о трех косинусах)

( Пусть ( - величина угла между наклонной l и ее проекцией на некоторую плоскость, ( - величина угла между проекцией наклонной l и прямой, проведенной через основание той же наклонной в плоскости проекции, и ( - величина угла между наклонной l и прямой, проведенной через ее основание в плоскости проекции. Тогда справедливо следующее соотношение:
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Пример 25. Угол между боковыми ребрами правильной четырехугольной пирамиды, не лежащими в одной грани, равен 120(. Найдите плоский угол при вершине пирамиды.

Решение. В правильной четырехугольной пирамиде SABCD  проведем диагональное сечение  ASC (рис. 21); SD – наклонная к плоскости сечения,  SO - высота пирамиды и проекция SD на эту плоскость,  SC – прямая, проведенная в плоскости  ASC через основание наклонной. По условию 
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    На основании теоремы о трех косинусах имеем: 
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Отсюда 
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Рис. 21

Ответ: 
[image: image1023.wmf]4
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Ключевая задача № 4 (теорема косинусов для трехгранного угла)

( Пусть для трехгранного угла плоские углы равны (, (  и  (  и двугранный угол при ребре, противолежащий плоскому углу (,  равен (. Тогда справедливо следующее соотношение:
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Пример 26. В кубе 
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 найдите угол между прямыми 
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, где М – середина ребра 
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Решение. Пусть ребро куба равно 1,  N – середина ребра 
[image: image1029.wmf]1
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, тогда искомый угол (  равен углу между 
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  и  AN (рис. 22). Используем теорему косинусов для трехгранного угла с вершиной  А, в котором 
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Рис. 22
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Ключевая задача № 5

( Если некоторая прямая образует углы α, β и γ с тремя попарно перпендикулярными прямыми, то 
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Пример 27. Дан прямоугольный параллелепипед 
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  (рис. 23). Получаем 
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Рис. 23
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Ключевая задача № 6  

( Если  AB  и   CD – скрещивающиеся ребра треугольной пирамиды ABCD, r – расстояние между ними, 
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Пример 28. В единичном кубе 
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