Предел и непрерывность функции. Производная и дифференциал. 
Исследование функции.

(12 января 2010 года)

Предел последовательности

Определение. Числовая функция – это функция, область определения которой есть множество 
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 всех натуральных чисел; множество значений этой функции, т.е. совокупность чисел 
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 называют множеством значений этой последовательности.

Последовательность может быть задана с помощью формулы вида 
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выражающей 
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Определение. Число 
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 называется пределом последовательности 
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 если для каждого 
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 существует такой номер 
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[image: image13.wmf]||.

n

xa

-<e

 

Это можно записать символически следующим образом:
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Если 
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 предел последовательности, то пишут 
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Если последовательность 
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 имеет пределом число 
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 то говорят, что она сходится к числу 
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 Последовательность 
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n

x

 имеющая предел, называется сходящейся, в противном случае – расходящейся. Иначе говоря, последовательность называют расходящейся, если никакое число не является ее пределом.

Так как 
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то утверждение о том, что число 
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 является пределом последовательности 
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 что все члены последовательности 
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 (другими словами, вне этого интервала находится лишь конечное число членов последовательности – не более 
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 Множество 
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 называется ε-окрестностью точки 
[image: image34.wmf]a

 (или просто окрестностью точки 
[image: image35.wmf]).
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Необходимое условие сходимости бесконечной числовой последовательности: для того чтобы последовательность сходилась, необходимо, чтобы она была ограниченной.

Это условие не является достаточным, например, последовательность 
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 ограниченная, но не сходящаяся.

Непосредственное вычисление предела последовательности
или доказательство несуществования предела

Пример. Вычислить предел последовательности 
[image: image37.wmf]1,2/3,3/5,4/7,...
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Решение. 
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формула общего члена этой последовательности. 

Докажем, что 
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 Из последнего неравенства получаем 
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 Число 
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 в общем случае не натуральное, поэтому возьмем в качестве 
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 натуральное число, превышающее его. Например, 
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 Здесь 
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 обозначает целую часть числа 
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 Упростив формулу для 
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Пример. Доказать, что последовательность 
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 не имеет предела.

Доказательство. Предположим, что предел этой последовательности существует. Пусть 
[image: image53.wmf]lim(1).
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 Возьмем 
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 По определению предела можно найти натуральное число 
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 такое, что 
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 Если взять четное 
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 Получается, что 
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 – противоречие.

Бесконечно малые последовательности

Последовательность 
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 называется бесконечно малой, если 
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Свойства бесконечно малых последовательностей. 

1. Сумма (или разность) двух бесконечно малых последовательностей есть бесконечно малая последовательность.

2. Произведение двух бесконечно малых последовательностей есть бесконечно малая последовательность.

3. Произведение бесконечно малой последовательности на ограниченную есть бесконечно малая последовательность.

Примечание. Утверждения 1 и 2 распространяются также на три, четыре, ... – любое конечное (фиксированное) число слагаемых или сомножителей. Однако, сумма 
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 не является бесконечно малой последовательностью, хотя 
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Связь между бесконечно малыми
и сходящимися последовательностями

Теорема. Для того чтобы число 
[image: image68.wmf]a

 являлось пределом последовательности 
[image: image69.wmf]{},

n

x

 необходимо и достаточно, чтобы выполнялось равенство  
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 – бесконечно малая последовательность.

Пример. Доказать, что 
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Доказательство. Для любого 
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 выполняется неравенство 
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. Рассмотрим последовательность 
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Следовательно, 
[image: image79.wmf]2

0

n

x

n

££

 при 
[image: image80.wmf]2.

n

³

 Отсюда 
[image: image81.wmf]lim0

n

n

x

®¥

=

 (т. е. 
[image: image82.wmf]{}

n

x

 – бесконечно малая) и 
[image: image83.wmf]limlim(1)1.

n

n

nn

nx

®¥®¥

=+=


Свойства сходящихся последовательностей.
1. Сходящаяся последовательность 
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 имеет только один предел (рис. 2).
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2. Сходящаяся последовательность ограничена (рис. 1).

3. Пусть 
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 тогда существует предел последовательности 
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 – фиксированное натуральное число, и он равен 
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4. Предел последовательности, все члены которой равны одной и той же величине (
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Пример. Вычислить 
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Решение. 
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Пример. 
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Предельный переход в неравенствах

Теорема 1. Если последовательности 
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2. Если последовательность 
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Примечание. Если 
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 Утверждение о том, что 
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 может оказаться неверным. Так, например, 
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Достаточные признаки сходимости последовательности. 1. Если 
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 начиная с некоторого, то существует предел последовательности 
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2. Теорема (Вейерштрасса). Неубывающая (невозрастающая) последовательность, ограниченная сверху (снизу), имеет предел.

Пример. Вычислить предел последовательности 
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Решение. Эта последовательность может быть задана рекуррентно: 
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 Теперь докажем индукцией по 
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 Так как последовательность возрастает и ограничена сверху, то по теореме Вейерштрасса она имеет предел. Обозначим этот предел буквой 
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 Предел этой последовательности не может быть равен 
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 Следовательно, 
[image: image156.wmf]lim2.

n

n

x

®¥

=


Число 
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Можно доказать, что последовательность 
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 возрастающая и ограниченная сверху (
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 Тогда по теореме Вейерштрасса 
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Число 
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 иррациональное, 
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 (бесконечная непериодическая десятичная дробь). Более того, число 
[image: image166.wmf]e

 трансцендентное, т. е. не является корнем никакого многочлена с целыми коэффициентами.

Предел функции

Предел функции в точке

Пусть 
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называется проколотой ε-окрестностью точки 
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 (или просто проколотой окрестностью точки 
[image: image171.wmf]).
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Определение. Пусть функция 
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 определена в некоторой окрестности точки 
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 за исключением, быть может, самой точки 
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 Число 
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Символическая запись:
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Число 
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 – предел функции 
[image: image191.wmf]()

fx

 при 
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Из определения видно, что 
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 зависит от 
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Пример. Докажем, что 
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Доказательство. Докажем, что 
[image: image202.wmf]0
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. Можно считать, что 
[image: image207.wmf]1.
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 Тогда 
[image: image208.wmf]13.
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Так как 
[image: image210.wmf]22

24(1)319

xxx

++=++<

 при 
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 то 
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Следовательно, 
[image: image214.wmf]{
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 удовлетворяет требуемому условию. 

Функция 
[image: image215.wmf]()

fx

 называется бесконечно малой при 
[image: image216.wmf],
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 если 
[image: image217.wmf]lim()0.
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Теоремы о пределах
1. Если предел функции 
[image: image218.wmf]()

fx

 при 
[image: image219.wmf]xa

®

 существует, то он единствен.

2. Если функция 
[image: image220.wmf]()

fx

 при 
[image: image221.wmf]xa
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 имеет предел, то существует проколотая окрестность 
[image: image222.wmf]()
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 точки 
[image: image223.wmf],
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 на которой функция ограничена (т. е. 
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3. Если 
[image: image225.wmf]lim()
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 и 
[image: image226.wmf]0
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 (соответственно 
[image: image227.wmf]0
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), то существует проколотая окрестность 
[image: image228.wmf]()
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 точки 
[image: image229.wmf],
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в которой 
[image: image230.wmf]()0
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 (соответственно 
[image: image231.wmf]()0
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4. Если функция 
[image: image232.wmf]()

fx

 тождественно равна постоянной 
[image: image233.wmf],
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 то 
[image: image234.wmf]lim().

xa

fxC

®

=


5. Пусть при 
[image: image235.wmf]xa
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 существуют пределы функций 
[image: image236.wmf]()

fx

 и 
[image: image237.wmf]().

gx

 Тогда при 
[image: image238.wmf],

x

 стремящемся к 
[image: image239.wmf],
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 существуют также пределы суммы, разности и произведения этих функций, при этом: 

а) 
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б) 
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в) кроме того, существует предел частного 
[image: image242.wmf]()
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 и 
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6. Если 
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 и существует окрестность точки 
[image: image246.wmf],
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 в которой выполняется неравенство 
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 то существует предел функции 
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 при 
[image: image249.wmf],
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 стремящемся к 
[image: image250.wmf],
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 и он равен 
[image: image251.wmf].
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Бесконечные пределы

[image: image962.jpg]


Пусть функция 
[image: image252.wmf]()

fx

 определена в некоторой окрестности точки 
[image: image253.wmf]a

 (рис. 4). Говорят, что:

а) функция 
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 при 
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 стремится к 
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 и при этом пишут 
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 если для любого числа 
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 существует такое число 
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 что для каждого 
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 удовлетворяющего условию 
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 выполнено неравенство 
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Аналогично можно записать случаи: б) 
[image: image269.wmf]lim();
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 в) 
[image: image270.wmf]lim().
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Односторонние пределы
[image: image963.jpg]


Предел слева. Пусть функция 
[image: image271.wmf]()

fx

 определена на некотором множестве 
[image: image272.wmf](,),
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 где 
[image: image273.wmf]0

h>

 (можно назвать это множество левой окрестностью точки 
[image: image274.wmf]).

a

 Говорят, что число 
[image: image275.wmf]b

 является пределом функции 
[image: image276.wmf]()
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 при 
[image: image277.wmf],
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 стремящемся к 
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 слева (рис. 5), и пишут 
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 если для любого положительного числа 
[image: image280.wmf]e

 найдется такое положительное число 
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, что при всех 
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[image: image283.wmf]|()|.

fxb

-<e
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Аналогичным образом определяется предел справа. 

Примечание. Для любой функции 
[image: image289.wmf]()

fx

 справедливо утверждение: 
[image: image290.wmf]lim()

xa

fx

®

 существует в том и только том случае, если существуют предел слева 
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 и предел справа 
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 и эти пределы равны.
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Пределы на бесконечности

Пусть некоторый промежуток 
[image: image293.wmf][;)
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 входит в область определения функции 
[image: image294.wmf]().
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 Число 
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 называется пределом функции 
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 при 
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 (рис. 6), если для любого числа 
[image: image298.wmf]0
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 найдется такое число 
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 что для каждого 
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 Символическая запись:
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Из определения предела видно, что число 
[image: image308.wmf]D

 зависит от числа 
[image: image309.wmf].

e

 Поэтому для доказательства равенства 
[image: image310.wmf]lim()
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 обычно указывают формулу 
[image: image311.wmf]().
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Аналогично определяются пределы функции 
[image: image312.wmf]()

fx

 при 
[image: image313.wmf]x
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 и 
[image: image314.wmf]x
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.

Примечание. Теоремы о пределах можно применять к более общим ситуациям, если это не приводит к неопределенностям. Неопределенностями являются выражения вида 
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Построение графиков функций с использованием пределов

Асимптотой графика функции 
[image: image322.wmf]()

yfx

=

 называется прямая, расстояние до которой от точек графика функции стремится к нулю при неограниченном удалении их от начала координат.

Вертикальные асимптоты. График функции 
[image: image323.wmf]()
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 имеет вертикальную асимптоту 
[image: image324.wmf],
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 если функция имеет бесконечный предел слева или справа от точки 
[image: image325.wmf].
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Горизонтальные асимптоты. График функции 
[image: image326.wmf]()

yfx
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 при 
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 или при 
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 имеет горизонтальную асимптоту, если 
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 Уравнение асимптоты имеет вид 
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 при 
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 при 
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Наклонные асимптоты. Если график функции 
[image: image335.wmf]()
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 имеет наклонную асимптоту 
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 то справедливо равенство 
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Знание свойств функции и характера ее поведения в окрестностях точек разрыва и на бесконечности позволяет построить эскиз графика 
[image: image340.wmf]().

yfx

=


Непрерывность функций

Определение. Функция 
[image: image341.wmf]()

fx

 называется непрерывной в точке 
[image: image342.wmf],
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 если
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 при 
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На 
[image: image345.wmf]e-d

-языке непрерывность функции 
[image: image346.wmf]()
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 в точке 
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 записывается следующим образом:
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Функция 
[image: image349.wmf]()
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 непрерывна слева (в точке 
[image: image350.wmf]),
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 если 
[image: image351.wmf]0
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 Функция 
[image: image352.wmf]()
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 непрерывна справа (в точке 
[image: image353.wmf]),
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 если 
[image: image354.wmf]0
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 Непрерывность функции в точке равносильна одновременному выполнению непрерывности слева и справа. 

Говорить о непрерывности функции 
[image: image355.wmf]()

fx

 в точке 
[image: image356.wmf]a

 можно лишь в случае, если 
[image: image357.wmf]()
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 определена в некоторой окрестности точки 
[image: image358.wmf],
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 т.е. на множестве вида 
[image: image359.wmf](,).
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 В противном случае понятие непрерывности теряет смысл. Говорить о непрерывности слева (соответственно справа) можно, если 
[image: image360.wmf]()
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 определена в какой-нибудь левой окрестности 
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 (соответственно правой окрестности 
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 точки 
[image: image363.wmf]).
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Свойства функций, непрерывных в точке. 1. Если 
[image: image364.wmf]()

fx

 и 
[image: image365.wmf]()
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 непрерывны в точке 
[image: image366.wmf],
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 то 
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 непрерывны в точке 
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 При 
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 функция 
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()

fx

gx

 непрерывна в точке 
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2. Пусть 
[image: image373.wmf](
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. Если функция 
[image: image374.wmf]()
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 непрерывна в точке 
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 а функция 
[image: image376.wmf]()
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 непрерывна в точке 
[image: image377.wmf](),
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 то функция 
[image: image378.wmf]()

Fx

 непрерывна в точке 
[image: image379.wmf].
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Теорема. Всякая элементарная функция непрерывна во всех точках своей области определения.

Разрывные функции. Не всякая функция, определенная в окрестности точки 
[image: image380.wmf],

a

 является в ней непрерывной. Например, 

функция 
[image: image381.wmf]2
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 разрывна в точке 
[image: image382.wmf]2,
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 так как 
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функция Дирихле 
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 разрывна при любом 
[image: image385.wmf].
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Если функция 
[image: image386.wmf]()

fx

 определена в некоторой окрестности 
[image: image387.wmf](,)
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 точки 
[image: image388.wmf],
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 но не является непрерывной в этой точке, то говорят, что 
[image: image389.wmf]()

fx

 имеет разрыв в точке 
[image: image390.wmf].
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 В этом случае точку 
[image: image391.wmf]a

 называют точкой разрыва, а функцию 
[image: image392.wmf]()
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 разрывной в точке 
[image: image393.wmf].
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Непрерывность функции на множестве. Функция 
[image: image394.wmf]()

fx

 называется непрерывной на множестве 
[image: image395.wmf],

X

 если она непрерывна в каждой точке этого множества. 

Если функции 
[image: image396.wmf]()
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 и 
[image: image397.wmf]()
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 непрерывны на множестве 
[image: image398.wmf],
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 то функции 
[image: image399.wmf]()()
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 и 
[image: image400.wmf]()()
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 также непрерывны на 
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 в случае, когда 
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 при всех 
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 из 
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 функция 
[image: image405.wmf]()
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 непрерывна на 
[image: image406.wmf].
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Непрерывность сложной и обратной функции. Теорема. Пусть функция 
[image: image407.wmf]()

fy

 непрерывна на множестве 
[image: image408.wmf],
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 а 
[image: image409.wmf]()

gx

 непрерывна на множестве 
[image: image410.wmf]B

 и 
[image: image411.wmf]().
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 Тогда функция 
[image: image412.wmf](
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 непрерывна на множестве 
[image: image413.wmf].
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Теорема. Если функция 
[image: image414.wmf]()

fx

 непрерывна на отрезке 
[image: image415.wmf][;]

ab

 и строго возрастает (или убывает) на этом отрезке, то обратная функция 
[image: image416.wmf]1

()

fx

-

 непрерывна на отрезке 
[image: image417.wmf][();()]

fafb

 (соответственно на отрезке 
[image: image418.wmf][();()]

fbfa

).

Теорема (Коши) (о промежуточном значении непрерывной функции). Если функция 
[image: image419.wmf]()

fx

 непрерывна на 
[image: image420.wmf][;],

ab

 
[image: image421.wmf](),
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[image: image422.wmf]()
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 и 
[image: image423.wmf]ACB
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 (либо 
[image: image424.wmf]BCA
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), то существует точка 
[image: image425.wmf](;)
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 такая, что 
[image: image426.wmf]().
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Свойства функций, непрерывных на отрезке. Теорема (1-я теорема Вейерштрасса). Функция 
[image: image427.wmf]()

fx

, непрерывная на отрезке 
[image: image428.wmf][;],

ab

 ограничена на этом отрезке (т. е. существует постоянная 
[image: image429.wmf]K

 такая, что 
[image: image430.wmf]|()|
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 при всех 
[image: image431.wmf]x

 из 
[image: image432.wmf][;]
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. 

Теорема (2-я теорема Вейерштрасса). Функция 
[image: image433.wmf](),

fx

 непрерывная на отрезке 
[image: image434.wmf][;],

ab

 достигает на этом отрезке своего наибольшего и наименьшего значения, т. е. существуют такие 
[image: image435.wmf]12
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 из отрезка 
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 что 
[image: image437.wmf]12
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 при всех 
[image: image438.wmf]x

 из 
[image: image439.wmf][;].
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Примечание. Для функций, непрерывных на 
[image: image440.wmf](;),

ab

 эти теоремы неверны. 

Производная и дифференциал функции

Производная функции

Определение. Пусть функция 
[image: image441.wmf]()

fx

 определена на некоторой окрестности точки 
[image: image442.wmf]0
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 и пусть существует конечный предел отношения 
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при 
[image: image444.wmf]0
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. Тогда этот предел называется производной функции 
[image: image445.wmf]f

 в точке 
[image: image446.wmf]0
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 и обозначается 
[image: image447.wmf]0
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Операция вычисления производной называется дифференцированием. Функция, имеющая производную в точке 
[image: image449.wmf]0

,

x

 называется дифференцируемой в этой точке.

Производной функции 
[image: image450.wmf]()
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 называется также функция 
[image: image451.wmf](),

fx
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 значение которой в точке 
[image: image452.wmf]x

 равно производной 
[image: image453.wmf]()

fx

 в этой точке. 

Дифференцируемость – более сильное условие на функцию, чем непрерывность. 

Из равенства (4) следует 
[image: image454.wmf]0
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[image: image456.wmf]0
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т. е. 
[image: image458.wmf]0
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 при 
[image: image459.wmf]0
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Теорема. Всякая функция, дифференцируемая в точке 
[image: image460.wmf]0
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x

 непрерывна в этой точке.

Примечание. Обратное утверждение неверно. Например, функция 
[image: image461.wmf]()||
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 непрерывна, но не дифференцируема в точке 
[image: image462.wmf]0
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Примеры вычисления производных по определению

Пример. Вычислить производную функции 
[image: image463.wmf]()
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 в точке 
[image: image464.wmf]0
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Решение. 
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Пример. Найти производную функции 
[image: image467.wmf]sin

yx
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 в произвольной точке (т. е. производную как функцию от 
[image: image468.wmf]).
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Решение. 
[image: image469.wmf](
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Односторонние производные

Числа 
[image: image471.wmf]00
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 называются соответственно левой и правой производными функции 
[image: image473.wmf]()
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 в точке 
[image: image474.wmf]0
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Для существования производной 
[image: image475.wmf]0
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 функции 
[image: image476.wmf]()
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 в точке 
[image: image477.wmf]0
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 необходимо и достаточно, чтобы ее левая и правая производные в этой точке существовали и совпадали, т. е. 
[image: image478.wmf]00
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Дифференциал функции
Первое слагаемое в формуле (5) при 
[image: image479.wmf]0
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 называют главной линейной частью приращения функции в точке 
[image: image480.wmf]0
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Определение. Если функция 
[image: image481.wmf]()
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 имеет в точке 
[image: image482.wmf]0
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 производную 
[image: image483.wmf]0
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, то произведение 
[image: image484.wmf]0
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 называют дифференциалом функция 
[image: image485.wmf]()
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 в точке 
[image: image486.wmf]0
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 и обозначается 
[image: image487.wmf]0
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 (или 
[image: image488.wmf]df

). 

Приращение 
[image: image489.wmf]f
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 и дифференциал 
[image: image490.wmf]df

 в общем случае не совпадают друг с другом, но они почти равны при достаточно малых 
[image: image491.wmf]x
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 в том смысле, что разность 
[image: image492.wmf]fdf
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 стремится к нулю быстрее, чем 
[image: image493.wmf]x
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 (действительно, 
[image: image494.wmf](),
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 где 
[image: image495.wmf]()0

ox

D®

), в то время как 
[image: image496.wmf]df

 стремится к нулю со скоростью, пропорциональной 
[image: image497.wmf]x
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 (рис. 7). 

Дифференциалом аргумента назовем приращение аргумента 
[image: image498.wmf].
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 Дифференциалы функции и аргумента в точке связаны зависимостью 
[image: image499.wmf]0
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 Отсюда получаем, что производная равна отношению двух дифференциалов 
[image: image500.wmf]().
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Касательная к графику функции
Касательная к графику функции 
[image: image501.wmf]()
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 в точке 
[image: image502.wmf](
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 – это прямая, проходящая через точку 
[image: image503.wmf](
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 и имеющая угловой коэффициент 
[image: image504.wmf]0
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 Уравнение этой прямой называется общим уравнением касательной и имеет вид
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Примечание. Касательную (в точке 
[image: image506.wmf]0

M

) можно также определить как предельное положение секущей 
[image: image507.wmf]0
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 при 
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 (здесь 
[image: image509.wmf]0

M

 – фиксированная точка кривой, 
[image: image510.wmf]M

 – переменная точка). 

Геометрический смысл производной и дифференциала
Геометрический смысл производной. Производная функции в точке 
[image: image511.wmf]0

x

 равна тангенсу угла наклона касательной к графику этой функции, проведенной в точке с абсциссой 
[image: image512.wmf]0
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[image: image513.wmf]0
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Геометрический смысл дифференциала. Дифференциал 
[image: image514.wmf]0
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 равен приращению ординаты касательной к графику функции 
[image: image515.wmf]()
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 в точке 
[image: image516.wmf]00
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 при приращении аргумента, равном 
[image: image517.wmf].
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Пример. Найти приращение 
[image: image518.wmf]f

D

 и дифференциал 
[image: image519.wmf]df

 функции 
[image: image520.wmf]2
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 в точке 
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Решение. 
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ЕГЭ 2010. (Прототип задания B8 (№ 27485). Прямая 
[image: image525.wmf]75
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 параллельна касательной к графику функции 
[image: image526.wmf]2
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 Найдите абсциссу точки касания.

Решение. Функции 
[image: image527.wmf]2
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 определена и дифференцируема на 
[image: image528.wmf]¡

. Ее производная равна 
[image: image529.wmf]()26
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. Так как касательная к графику функции параллельна прямой 
[image: image530.wmf]75,
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 то найдем абсциссу 
[image: image531.wmf]0
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 точки касания, в которой 
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[image: image534.wmf]0
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Ответ. 0,5.
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ЕГЭ 2006. В5. К графику функции 
[image: image535.wmf]()
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 в точке с абсциссой 
[image: image536.wmf]0
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x
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 проведена касательная. Найдите ее угловой коэффициент, если на рисунке изображен график производной этой функции.

Решение. Угловой коэффициент касательной к графику функции 
[image: image537.wmf]()
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 в точке с абсциссой 
[image: image538.wmf]0
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 равен тангенсу ее угла наклона 
[image: image539.wmf]tg(4).
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 По графику находим 
[image: image540.wmf](4)2
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. Следовательно, ее угловой коэффициент равен 
[image: image541.wmf]2.
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 Ответ. 
[image: image542.wmf]2.
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ЕГЭ 2010. (Задание B8 (№ 9051)). На рисунке изображён график функции 
[image: image543.wmf]()
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 и касательная к нему в точке с абсциссой 
[image: image544.wmf]0
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. Найдите значение производной функции 
[image: image545.wmf]()
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 в точке 
[image: image546.wmf]0
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.

Решение. Производная функции в точке 
[image: image547.wmf]0

x

 равна тангенсу угла наклона касательной к графику этой функции, проведенной в точке с абсциссой 
[image: image548.wmf]0
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Рассмотрим прямоугольный треугольник 
[image: image550.wmf]ABC

 (рис. 9051а). В соответствии с рисунком получаем, что 
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. Ответ. 
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ЕГЭ 2007. В5. Функция 
[image: image554.wmf]()
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 определена на промежутке 
[image: image555.wmf](6;7).
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 На рисунке изображен график производной этой функции. К графику функции провели все касательные, параллельные прямой 
[image: image556.wmf]3
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 (или совпадающие с ней). Укажите количество точек графика функции, в которых проведены эти касательные.

Ответ. Таких точек 3. 

Условие касания кривых, заданных уравнениями 
[image: image557.wmf]()
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 и 
[image: image558.wmf](),
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 выглядит следующим образом: 
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Пример. Составить уравнение общей касательной к кривым 
[image: image560.wmf]2
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 и 
[image: image561.wmf]2
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Решение. Пусть 
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Из последнего уравнения системы получаем 
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Ответ. Уравнение общей касательной имеет вид 
[image: image572.wmf]1
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ЕГЭ 2010. В8 (№6043). Прямая 
[image: image573.wmf]411
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 является касательной к графику функции 
[image: image574.wmf]32
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. Найдите абсциссу точки касания. 

Решение. Функция 
[image: image575.wmf]32
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 определена и дифференцируема на 
[image: image576.wmf]¡

, и ее производная равна 
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 Используя условие касания кривых заданных уравнениями 
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Подставляя полученные значения в первое уравнение, получаем: если 
[image: image581.wmf]1,
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Следовательно, прямая 
[image: image587.wmf]411
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 касается графика данной функции в точке с абсциссой 
[image: image588.wmf]1.
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 Ответ. 
[image: image589.wmf]1.
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Физический смысл производной и дифференциала

Механический смысл первой и второй производных. Скорость тела в момент времени 
[image: image590.wmf]t

 равна 
[image: image591.wmf](),
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 а ускорение равно 
[image: image592.wmf](),
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 где 
[image: image593.wmf]()
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 – путь, пройденный телом к моменту времени 
[image: image594.wmf].

t


Средняя скорость тела за промежуток времени 
[image: image595.wmf]00
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Мгновенная скорость тела в момент времени 
[image: image597.wmf]0
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 есть предел, к которому 

стремится его средняя скорость в промежуток времени 
[image: image598.wmf]00
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Физический смысл производной. Производная характеризует скорость изменения одной физической величины по отношению к другой, считающейся независимой переменной.

Физический смысл дифференциала. Пусть 
[image: image601.wmf]()
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 координата движущейся материальной точки в момент времени 
[image: image602.wmf]t

 от начала движения. Тогда 
[image: image603.wmf].
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 равен расстоянию, которое прошла бы точка за промежуток времени от 
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 до 
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, если бы она двигалась со скоростью, равной мгновенной скорости точки в момент времени 
[image: image607.wmf]t
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Пример. Тело, выпущенное с поверхности земли вертикально вверх, движется по закону 
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 (высота 
[image: image609.wmf]h

 измеряется в метрах, 
[image: image610.wmf]t

 в секундах). Через сколько времени оно достигнет верхней точки своего подъема? Определите высоту верхней точки подъема тела.

Решение. Скорость движения тела 
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 сек. Тогда высота верхней точки подъема тела равна 
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ЕГЭ прошлых лет. При каком значении аргумента равны скорости изменения функций 
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Решение. 
[image: image618.wmf]10
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, 
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 и 
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, 
[image: image622.wmf]7
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. Используя физический смысл производной, получаем, что искомое значении аргумента определяется из условия 
[image: image624.wmf]()()
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 или 
[image: image625.wmf]33
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. Решая последнее уравнение, получаем 
[image: image626.wmf]9.
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 Ответ. 9.

Теоремы о дифференцируемых функциях
[image: image970.jpg]


Теорема (Ферма). Если функция 
[image: image627.wmf]()

fx

 имеет экстремум в точке 
[image: image628.wmf]0

x

 и дифференцируема в этой точке, то 
[image: image629.wmf]0

()0

fx

¢
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.

Теорема (Ролля). Если функция 
[image: image630.wmf]()

fx

 непрерывна на отрезке 
[image: image631.wmf][;],

ab

 принимает в концах этого отрезка равные значения, т. е. 
[image: image632.wmf]()(),

fafb
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 и дифференцируема на интервале 
[image: image633.wmf](;)

ab

. Тогда существует по крайней мере одна точка 
[image: image634.wmf](;)

cab

Î

 такая, что 
[image: image635.wmf]()0

fc

¢
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 (рис. 8а).

Теорема (Лагранжа). Если функция 
[image: image636.wmf]()

fx

 непрерывна на отрезке 
[image: image637.wmf][;]

ab

 и дифференцируема интервале 
[image: image638.wmf](;)

ab

, то существует по крайней мере одна точка 
[image: image639.wmf](;)

cab
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 такая, что


[image: image640.wmf]()()()()
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  (формула конечных приращений Лагранжа) (рис. 8б).
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ЕГЭ 2010. Прототип задания B8 (№ 27489). На рисунке изображен график функции 
[image: image641.wmf]()

yfx

=

, определенной на интервале 
[image: image642.wmf](5;5).

-

 Найдите количество точек, в которых касательная к графику функции параллельна прямой 
[image: image643.wmf]6

y

=

 или совпадает с ней.

Решение. Для получения ответа требуется найти количество точек, в которых 
[image: image644.wmf]()0

fx

¢

=

. Функция, представленная на рисунке, имеет экстремум в четырех точках. В соответствии с теоремой Ферма имеется четыре точки, в которых производная функции равна 0. Ответ. 4 точки.

Исследование функции на монотонность

Достаточный признак возрастания функции. Если 
[image: image645.wmf]()0

fx

¢

>

 в каждой точке интервала 
[image: image646.wmf](;),

ab

 то функция 
[image: image647.wmf]()

fx

 возрастает на 
[image: image648.wmf](;)

ab

 (рис. 9а).

Достаточный признак убывания функции. Если 
[image: image649.wmf]()0

fx

¢

<

 в каждой точке интервала 
[image: image650.wmf](;),

ab

 то функция 
[image: image651.wmf]()

fx

 убывает на 
[image: image652.wmf](;)

ab

 (рис. 9б).
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Теорема. Для того чтобы функция 
[image: image653.wmf]()

fx

 возрастала (убывала) на данном интервале (или на открытом луче, или на всей числовой прямой), достаточно, чтобы производная 
[image: image654.wmf]()

fx
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 была положительной (отрицательной) в каждой точке этого интервала (открытого луча, прямой). Если при этом функция 
[image: image655.wmf]()

fx

 непрерывна на одном или обоих концах промежутка возрастания (убывания) (достаточно даже соответствующей односторонней непрерывности), то этот конец можно присоединить к указанному промежутку (т. е. утверждать монотонность на 
[image: image656.wmf](;],

ab

 
[image: image657.wmf][;)

ab

 или 
[image: image658.wmf][;]

ab

).

Определение. Внутренние точки области определения функции, в которых производная не существует или равна нулю, называются критическими точками. 

Точки, в которых 
[image: image659.wmf]()0,

fx

¢

=

 называются стационарными точками функции 
[image: image660.wmf]().

fx


Теорема. Если производная 
[image: image661.wmf]()

fx

¢

 неотрицательна (неположительна) в любой точке некоторого промежутка и равна нулю лишь в конечном числе точек, то функция 
[image: image662.wmf]()

fx

 возрастает (убывает) на этом промежутке.

Теорема. Функция 
[image: image663.wmf]()

fx

 возрастает (убывает) на промежутке, если производная 
[image: image664.wmf]()

fx

¢

 этой функции положительна (отрицательна) всюду на этом промежутке, за исключением конечного числа точек, и в этих точках функция непрерывна.
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Экстремумы функции
Определение. Точка 
[image: image665.wmf]0

x

 называется точкой локального максимума функции 
[image: image666.wmf](),

fx

 если существует такая ее окрестность 
[image: image667.wmf]00
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 что 
[image: image668.wmf]0
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 при всех 
[image: image669.wmf]x
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 (рис. 10а).

Определение. Точка 
[image: image670.wmf]0

x

 называется точкой локального минимума функции 
[image: image671.wmf](),

fx

 если существует такая ее окрестность 
[image: image672.wmf]00
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 что 
[image: image673.wmf]0
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 при всех 
[image: image674.wmf]x
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 (рис. 10б). 

Точки локального максимума и минимума функции 
[image: image675.wmf]()

fx

 называются точками локального экстремума. Экстремумом функции 
[image: image676.wmf]()

fx

 называется ее значение в точках локального минимума или максимума.

Необходимое условие экстремума (теорема Ферма). Если точка 
[image: image677.wmf]0

x

 является точкой экстремума функции 
[image: image678.wmf]()

fx

 и в этой точке существует производная 
[image: image679.wmf](),

fx
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 то 
[image: image680.wmf]0

()0.
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Достаточные условия экстремума в точке. 1. Признак максимума функции. Если функция 
[image: image681.wmf]()

fx

 непрерывна в точке 
[image: image682.wmf]0
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 а 
[image: image683.wmf]()0
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 на интервале 
[image: image684.wmf]00
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 и 
[image: image685.wmf]()0
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 на интервале 
[image: image686.wmf]00
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 то точка 
[image: image687.wmf]0

x

 является точкой максимума функции 
[image: image688.wmf]().

fx


2. Признак минимума функции. Если функция 
[image: image689.wmf]()

fx

 непрерывна в точке 
[image: image690.wmf]0

,
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 а 
[image: image691.wmf]()0
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 на интервале 
[image: image692.wmf]00
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 и 
[image: image693.wmf]()0
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 на интервале 
[image: image694.wmf]00
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 то точка 
[image: image695.wmf]0

x

 является точкой минимума функции 
[image: image696.wmf]().

fx


Алгоритм нахождения интервалов монотонности и экстремумов

1. Найти область определения функции и интервалы, на которых функция непрерывна.

2. Найти производную 
[image: image697.wmf]().

fx

¢


3. Найти критические точки, т. е. значения 
[image: image698.wmf],

x

 при которых  производная 
[image: image699.wmf]()

fx
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 не существует, и значения 
[image: image700.wmf],

x

 при которых 
[image: image701.wmf]()0.
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4. В каждом из интервалов, на которые область определения разбивается критическими точками, определить знак производной и характер изменения функции, используя достаточные условия монотонности.

5. Для каждой критической точки определить, как меняется знак производной при переходе через эту точку и в соответствии с признаками максимума и минимума функции выяснить характер точки.

6. Записать результат исследования: промежутки монотонности и экстремумы.

ЕГЭ прошлых лет. При каком наибольшем значении 
[image: image702.wmf]a

 функция 
[image: image703.wmf]32
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 возрастает на всей числовой прямой? 

[image: image974.jpg]5
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Решение. Функция определена и дифференцируема на 
[image: image704.wmf]¡

, 
[image: image705.wmf]2
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. Функция возрастает на всей числовой прямой, если 
[image: image706.wmf]()0

fx

¢

³

 для всех 
[image: image707.wmf]x
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, причем 
[image: image708.wmf]()0
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 в конечном числе точек. Неравенство 
[image: image709.wmf]2
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 при всех 
[image: image710.wmf]x
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 справедливо при условии, что его дискриминант 
[image: image711.wmf]2
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, т.е. при 
[image: image712.wmf]4(14)0[0;14]
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. Следовательно, наибольшее значение равно 14. Ответ. 14.

(Задача требует уточнения формулировки!)

ЕГЭ 2010. Прототип задания B8 (№ 27488). На рисунке изображен график функции 
[image: image713.wmf]()

yfx

=

, определенной на интервале 
[image: image714.wmf](5;5).
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 Определите количество целых точек, в которых производная функции 
[image: image715.wmf]()

fx

 отрицательна.

Решение. У данной функции имеет два участка убывания. Выбирая на этих участках точки, абсциссы которых – целые числа, получаем 
[image: image716.wmf]{4,3,2,1,0,1,3,4}

x

Î----

, т.е. всего 8 точек.

Ответ. 8 точек.
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ЕГЭ 2006. В6. Функция 
[image: image717.wmf]()

yfx

=

 определена на промежутке 
[image: image718.wmf](5,7).

-

 График ее производной изображен на рисунке 1. Найдите промежутки убывания функции 
[image: image719.wmf]().

yfx

=

 В ответе укажите наибольшую из длин этих промежутков. 

Решение. Данная функция имеет два промежутка убывания (см. схему на рис. 2): 
[image: image720.wmf]0
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x
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, где 
[image: image721.wmf]0
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, и 
[image: image722.wmf][2;6]

. 

Длина отрезка 
[image: image723.wmf][2;6]

 больше длины отрезка 
[image: image724.wmf]0

[5;]

x

-

 и равна 4. 

Ответ. 4.

ЕГЭ 2010. Прототип задания B11 (№ 3783). Найдите точку минимума функции 
[image: image725.wmf]7
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.

Решение. Функция 
[image: image726.wmf]7

(7)
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 определена и дифференцируема на 
[image: image727.wmf],

¡

 ее производная равна 
[image: image728.wmf]777
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[image: image976.jpg]


Из уравнения 
[image: image729.wmf]0
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 или 
[image: image730.wmf]7
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x
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 получаем, что функция 
[image: image731.wmf]7
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 имеет единственную критическую точку 
[image: image732.wmf]8

x

=-

, разбивающую числовую прямую на два промежутка. Определяя на этих промежутках знаки производной (рис. 3783), получаем 
[image: image733.wmf]0
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 при 
[image: image734.wmf]8
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 и 
[image: image735.wmf]0
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 при 
[image: image736.wmf]8
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. Следовательно, 
[image: image737.wmf]8
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 точка минимума данной функции. Ответ. 
[image: image738.wmf]8
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ЕГЭ 2010. Задание B8 (№ 7801). На рисунке изображен график производной функции 
[image: image739.wmf]()

yfx

=

, определенной на интервале 
[image: image740.wmf](7;14).
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 Найдите количество точек максимума функции 
[image: image741.wmf]()

fx

 на отрезке 
[image: image742.wmf][6;9].

-


[image: image978.jpg]5
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Решение. Используя данный рис. 7801а расставляем знаки производной (рис. 7801б) на интервале 
[image: image743.wmf](7;14).

-

 Получаем, что на отрезке 
[image: image744.wmf][6;9]

-

 находится только одна точка максимума функции 
[image: image745.wmf]()

fx

. Ответ. 1.

ЕГЭ 2010. Аналог прототипа задания B8 (№ 27490). На рисунке изображен график функции 
[image: image746.wmf]()

yfx
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, определенной на интервале 
[image: image747.wmf](7;14).
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 Найдите сумму точек экстремумов функции 
[image: image748.wmf]()

fx

. (Условие изменено, чтобы использовать рисунок из предыдущей задачи).

Решение. Используя рис. 7801, получаем, что функция имеет на интервале 
[image: image749.wmf](7;14)

-

 три точки экстремума, абсциссы которых равны 
[image: image750.wmf]1
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[image: image751.wmf]2
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 и 
[image: image752.wmf]3
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. Следовательно, сумма абсцисс точек экстремумов равна 
[image: image753.wmf]123
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 Ответ. 29.

ЕГЭ прошлых лет. Найдите максимум функции  
[image: image754.wmf]32
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[image: image979.jpg]


Решение. Данная функция определена и дифференцируема на 
[image: image755.wmf],
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 ее производная равна 
[image: image756.wmf]2
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 Из уравнения 
[image: image757.wmf]0
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 или 
[image: image758.wmf]2
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 получаем, что данная в условии функция имеет две критические точки 
[image: image759.wmf]1
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 и 
[image: image760.wmf]2
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, разбивающие числовую прямую на три промежутка. Определяя на этих промежутках знаки производной (рис. 3783), получаем, что данная функция имеет одну точку максимума 
[image: image761.wmf]max
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. Тогда максимум функции равен  
[image: image762.wmf]32
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 Ответ. 9.

ЕГЭ прошлых лет. Решите уравнение 
[image: image763.wmf](
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► Рассмотрим функцию 
[image: image764.wmf](
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[image: image765.wmf]()
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 и функция нечетна


[image: image766.wmf](
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Уравнение можно записать в виде 


[image: image767.wmf]()(21)0()(21)()(21).
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Отметим, что 
[image: image768.wmf]()

fx

 монотонно возрастает на 
[image: image769.wmf].
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 Действительно


[image: image770.wmf](

)

(

)

2

22

2

()11110.

1

x

fxxxx

x

¢

¢

=++=+++>

+


Тогда 
[image: image771.wmf]1
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Ответ. 
[image: image772.wmf]1
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ЕГЭ 2009. С5. Решите уравнение 
[image: image773.wmf]824
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► Приведем уравнение к виду
[image: image774.wmf]824

98cos(43)98cos(43).
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 Рассмотрим функцию 
[image: image775.wmf]4
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[image: image776.wmf]()
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 и функция четна. Отметим, что 
[image: image777.wmf]()
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 возрастает на 
[image: image778.wmf][0;),
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 так как  


[image: image779.wmf]3

3

33

498sin0,[0;],

()498sin

498sin43980,.

ttt

fttt

ttt

ì

+³Îp

ï

¢

=+=

í

+>×->>p

ï

î


Уравнение можно записать 
[image: image780.wmf]2
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Ответ. 
[image: image781.wmf]27,
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[image: image783.wmf]3.
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ЕГЭ 2010. Прототипы задания B11. Найдите точку максимума функции:

а) 
[image: image784.wmf]18

(18)

x

yxe

-

=+

 (№ 3833);
б) 
[image: image785.wmf]26

(2)

x

yxe

-

=-

 (№ 26726).
ЕГЭ прошлых лет. С1-С2. Найдите: 

а) точки минимума функции 
[image: image786.wmf](

)

(

)

0,50,540,5

()0,620,6220,36.

xxx

fxxxx

---

=-++-

 Ответ: 
[image: image787.wmf]1.

-

 

б) максимум функции 
[image: image788.wmf]32

2

1229.

323

xx

yx

=-++-

 Ответ. 5.
Наибольшее и наименьшее значение функции
Если функция 
[image: image789.wmf]()

fx

 непрерывна на отрезке 
[image: image790.wmf][;]

ab

, то согласно теореме Вейерштрасса существует точки 
[image: image791.wmf]1

[;]

xab

Î

 и 
[image: image792.wmf]2

[;]

xab

Î

 такие, что


[image: image793.wmf]1

()

fxM

=

,  где  
[image: image794.wmf][;]

max(),

xab

Mfx

Î

=



[image: image795.wmf]2

()

fxm

=

, где  
[image: image796.wmf][;]

min(),

xab

mfx

Î

=

 

где 
[image: image797.wmf]M

-

 наибольшее, а 
[image: image798.wmf]m

– наименьшее значения функция 
[image: image799.wmf]()

fx

 на 
[image: image800.wmf][;]

ab

. Их еще обозначают 
[image: image801.wmf]наиб

My

=

 и 
[image: image802.wmf]наим

.

my

=


Алгоритм нахождения наибольшего и наименьшего значения 
функции 
[image: image803.wmf](),

yfx

=

 непрерывной на отрезке 
[image: image804.wmf][;]

ab


1. Найти производную 
[image: image805.wmf]().

fx

¢


2. Найти значения 
[image: image806.wmf],

x

 при которых производная 
[image: image807.wmf]()

fx

¢

 не существует, и значения 
[image: image808.wmf],

x

 при которых 
[image: image809.wmf]()0;

fx

¢

=

 отобрать из полученных значений те, которые лежат внутри отрезка 
[image: image810.wmf][;].

ab

 Пусть это будут 
[image: image811.wmf]12

,,...,

n

xxx

.

3. Вычислить значения 
[image: image812.wmf]12

(),(),(),...,(),().

n

fafxfxfxfb


4. Среди полученных значений выбрать наибольшее (это будет 
[image: image813.wmf]наиб

My

=

 при некотором значении переменной 
[image: image814.wmf]012

{,,,...,,}

n

xaxxxb

Î

) и наименьшее (это будет 
[image: image815.wmf]наим

my

=

 при 
[image: image816.wmf]012

{,,,...,,}

n

xaxxxb

Î

).

Теорема. Область значений функции 
[image: image817.wmf](),

yfx

=

 непрерывной на отрезке 
[image: image818.wmf][;],

ab

 представляет собой отрезок 
[image: image819.wmf]наимнаиб

[;].

yy


Теорема. Пусть функция 
[image: image820.wmf]()

yfx

=

 непрерывна на интервале 
[image: image821.wmf](;)

ab

 и пусть на этом интервале функция имеет только одну точку экстремума – точку 
[image: image822.wmf]0

.

x

 Если точка 
[image: image823.wmf]0

x

 – точка максимума, то 
[image: image824.wmf]0

()

fx

 – наибольшее значение функции 
[image: image825.wmf]()

fx

 на интервале 
[image: image826.wmf](;);

ab

 если точка 
[image: image827.wmf]0

x

– точка минимума, то 
[image: image828.wmf]0

()

fx

 – наименьшее значение функции 
[image: image829.wmf]()

fx

 на интервале 
[image: image830.wmf](;).

ab


ЕГЭ 2010. Прототип задания B11 (№ 3383). Найдите наименьшее значение функции 
[image: image831.wmf]7

(8)

x

yxe

-

=-

на отрезке 
[image: image832.wmf][6;8].


Решение. Функция 
[image: image833.wmf]7

(8)

x

yxe

-

=-

 определена и дифференцируема на 
[image: image834.wmf],

¡

 ее производная равна 
[image: image835.wmf]777

(8)(7).

xxx

yexexe

---

¢

=+-=-


Из уравнения 
[image: image836.wmf]0

y

¢

=

 или 
[image: image837.wmf]7

(7)0

x

xe

-

-=

 получаем, что данная функция имеет единственную критическую точку 
[image: image838.wmf]7[6;8].

x

=Î

 Наименьшим из чисел 
[image: image839.wmf]67

2

(6)(68),

fe

e

-

=-=-

 
[image: image840.wmf]77

(7)(78)1

fe

-

=-=-

 и  
[image: image841.wmf]87

(8)(88)0

fe

-

=-=

 является 
[image: image842.wmf](7)1.

f

=-

 Следовательно, наименьшее значение функции равно 
[image: image843.wmf]наим

(7)1.

yf

==-

 Ответ. 
[image: image844.wmf]1

-

.

ЕГЭ 2010. Прототип задания B8 (№ 27491). На рисунке изображен график производной функции 
[image: image845.wmf]()

fx

, определенной на интервале 
[image: image846.wmf](8;3).

-

 В какой точке отрезка 
[image: image847.wmf][3;2]

-

 функция принимает наибольшее значение.
ЕГЭ 2010. Прототипы задания B11 

№ 3413. Найдите наибольшее значение функции 
[image: image848.wmf]42cos44

yxx

=+-p+

 на отрезке
[image: image849.wmf]0;.

2

p

éù

êú

ëû


№ 3623. Найдите наибольшее значение функции 
[image: image850.wmf]16tg1645

yxx

=-+p-

на отрезке 
[image: image851.wmf];.

44

pp

éù

-

êú

ëû


№ 3853. Найдите наименьшее значение функции 
[image: image852.wmf]4

4ln(8)

yxx

=-+

 на отрезке 
[image: image853.wmf][7,5;0].

-

 

№ 26721. Найдите наибольшее значение функции 
[image: image854.wmf]2

25ln3

yxxx

=-+-

 на отрезке 
[image: image855.wmf]17

;.

66

éù

êú

ëû


ЕГЭ прошлых лет. Найти наибольшее значение функции:

а) 
[image: image856.wmf]23

34

2,7

xx

ye

--

=

 на отрезке 
[image: image857.wmf][1;3].

 Ответ: 
[image: image858.wmf]2,7.


б) 
[image: image859.wmf]2232

()|12|13.

fxxxxx

=--+-+-

 Ответ: 2.

ЕГЭ прошлых лет. Найдите наименьшее значение функции 


[image: image860.wmf]2243

()|46|44.

fxxxxx

=--+-+-

 Ответ: 
[image: image861.wmf]10.

-


Выпуклость и вогнутость
Пусть функция 
[image: image862.wmf]()

fx

 имеет непрерывную вторую производную 
[image: image863.wmf]().

fx

¢¢

 График функции 
[image: image864.wmf]()

yfx

=

 называется выпуклым вниз (выпуклым вверх, или вогнутым) на интервале 
[image: image865.wmf](;),

ab

если в любой точке интервала 
[image: image866.wmf](;)

ab

 он расположен выше (ниже) касательной, проведенной к нему.

Примечание. Выпуклость и вогнутость могут быть определены и без помощи производной. А именно: график функции выпуклый вниз на промежутке 
[image: image867.wmf][;],

ab

 если для любых точек графика 
[image: image868.wmf]M

 и 
[image: image869.wmf]N

 кривая расположена ниже хорды 
[image: image870.wmf],

MN

 и выпуклый вверх, если кривая расположена выше хорды 
[image: image871.wmf].

MN


Теорема. Пусть функция 
[image: image872.wmf]()

fx

 дважды дифференцируема на интервале 
[image: image873.wmf](;)

ab

, тогда если 
[image: image874.wmf]()0

fx

¢¢

>

 (
[image: image875.wmf]()0

fx

¢¢

<

) при любом 
[image: image876.wmf](;),

xab

Î

 то ее график является выпуклым вниз (вверх) на интервале 
[image: image877.wmf](;).

ab


В простейших случаях область определения функции 
[image: image878.wmf]()

fx

 можно разбить на конечное число интервалов с постоянным направлением выпуклости. Каждый из этих интервалов ограничен точками, в которых 
[image: image879.wmf]()0

fx

¢¢

=

 либо 
[image: image880.wmf]()

fx

¢¢

 не существует.

Точка 
[image: image881.wmf]00

(,()),

xfx

 в которой направление выпуклости меняется на противоположное, называется точкой перегиба.

Достаточное условие точки перегиба. Пусть функция 
[image: image882.wmf]()

fx

 дважды дифференцируема в некоторой окрестности 
[image: image883.wmf]00

(;)

xx

-d+d

 точки 
[image: image884.wmf]0

,

x

 в которой 
[image: image885.wmf]()0

fx

¢¢

=

 или 
[image: image886.wmf]()

fx

¢¢

 не существует. Если при этом в интервалах 
[image: image887.wmf]00

(;)

xx

-d

 и 
[image: image888.wmf]00

(;)

xx

+d

 производная 
[image: image889.wmf]()

fx

¢¢

 имеет противоположные знаки, то 
[image: image890.wmf]0

x

 – точка перегиба.

План исследования функции 
[image: image891.wmf]()

fx

 с помощью производной

Следует найти:

1) область определения функции 
[image: image892.wmf]()

fx

 и поведение ее на границе области определения. Например, если 
[image: image893.wmf](;2)(2;5)

f

D

=-¥È

, то вычисляют пределы 
[image: image894.wmf]lim()

x

fx

®-¥

, 
[image: image895.wmf]20

lim()

x

fx

®-

, 
[image: image896.wmf]20

lim()

x

fx

®+

 и 
[image: image897.wmf]50

lim();

x

fx

®-


2) особенности функции 
[image: image898.wmf](),

fx

 а именно, четность, нечетность и периодичность;

3) точки пересечения с осями координат: с осью 
[image: image899.wmf]Oy

 
[image: image900.wmf](0,(0))

f

; с осью 
[image: image901.wmf]Ox

 из уравнения 
[image: image902.wmf]()0;

fx

=

 и интервалы знакопостоянства (
[image: image903.wmf]()0

fx

>

, 
[image: image904.wmf]()0

fx

<

);

4) асимптоты графика функции: вертикальные асимптоты 
[image: image905.wmf]xa

=

 находят из условия 
[image: image906.wmf]lim()

xa

fx

®

=¥

 (или предел при 
[image: image907.wmf]0

xa

®+

 и 
[image: image908.wmf]0

xa

®-

); наклонные асимптоты 
[image: image909.wmf]ykxb

=+

 находят с помощью формул 
[image: image910.wmf]()

lim

x

fx

k

x

®¥

=

 (или отдельно при 
[image: image911.wmf]x

®-¥

 и 
[image: image912.wmf]x

®+¥

), 
[image: image913.wmf](

)

lim()

x

bfxkx

®¥

=-=¥

 (или отдельно при 
[image: image914.wmf]x

®-¥

 и 
[image: image915.wmf]x

®+¥

);

5) экстремумы функции и интервалы монотонности. Применяя необходимое условие экстремума (
[image: image916.wmf]()0

fx

¢

=

 или 
[image: image917.wmf]()

fx

¢

 не существует), находят критические точки. Применяя достаточное условие экстремума, выясняют, есть ли в данной точке экстремум, а если есть, то какой именно: максимум или минимум;

6) точки перегиба и участки выпуклости и вогнутости. Выпуклость вверх определяется из условия 
[image: image918.wmf]()0,

fx

¢¢

<

 выпуклость вниз – из условия 
[image: image919.wmf]()0,

fx

¢¢

>

 точка перегиба – из условия 
[image: image920.wmf]()0

fx

¢¢

=

 или не существует (однако это лишь необходимое условие перегиба).
[image: image980.jpg]


Пример. Построить график функции 
[image: image921.wmf]2

()

2

x

fx

x

=

-

.

Решение. 1. Область определения 
[image: image922.wmf](;2)(2;),

f

D

=-¥È+¥

 


[image: image923.wmf]2

lim,

2

x

x

x

®-¥

=-¥

-

  
[image: image924.wmf]2

lim,

2

x

x

x
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=+¥

-

  
[image: image925.wmf]2

20

lim,
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x
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[image: image926.wmf]2

20

lim.

2

x

x

x
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-


2. Функция не обладает свойствами четности, нечетности, периодичности.
3. 
[image: image927.wmf]()0

fx

>

 при 
[image: image928.wmf]2,

x

>

 
[image: image929.wmf]()0

fx

<

 при 
[image: image930.wmf]2,

x

<

 
[image: image931.wmf]()0

fx

=

 при 
[image: image932.wmf]0.

x

=

 

4. Вертикальная асимптота 
[image: image933.wmf]2.

x

=

 Найдем наклонные асимптоты


[image: image934.wmf]()

limlim1;

2

xx

fxx

k

xx

®¥®¥

===

-

 
[image: image935.wmf]2
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x
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x
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 Значит, 
[image: image936.wmf]2

yx

=+

 – наклонная асимптота.

5. 
[image: image937.wmf]222
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fx
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. Значит, 
[image: image938.wmf]()0

fx

¢

=

 при 
[image: image939.wmf]0

x

=

 и 
[image: image940.wmf]4.

x

=

 Далее, 


[image: image941.wmf]2
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image942.wmf]22
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Видим, что 
[image: image944.wmf]()0.

fx

¢¢

¹

 Кроме того, 
[image: image945.wmf](0)0,

f

¢¢

<

 
[image: image946.wmf](4)0,

f

¢¢

>

 поэтому в точке 
[image: image947.wmf]0

x

=

 функция имеет максимум, а в точке 
[image: image948.wmf]4

x

=

 минимум. При этом 
[image: image949.wmf](0)0,

f

=

 
[image: image950.wmf](4)8.

f

=


6. Так как 
[image: image951.wmf]()0

fx

¢¢

¹

 ни при каких 
[image: image952.wmf]x

, то график функции не имеет точек перегиба. Наконец, 
[image: image953.wmf]()0

fx

¢¢

>

 при 
[image: image954.wmf]2,

x

>

 поэтому участок 
[image: image955.wmf](2;)

+¥

 выпуклости вниз, а при 
[image: image956.wmf]2

x

<

 
[image: image957.wmf]()0,

fx

¢¢

<

 значит, 
[image: image958.wmf](;2)

-¥

 – участок выпуклости вверх.

На основании изложенного выше строим график функции (рис. 11).
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