КОМПОЗИЦИЯ ФУНКЦИЙ и функциональные уравнения

В.В. Бардушкин, А.И. Белов, А.А. Прокофьев, Т.П. Фадеичева

Наш опыт показывает, что и в ЕГЭ, и на олимпиадах разного уровня довольно часто встречаются задания на композицию функций, функциональные уравнения и неравенства, которые необходимо решать нетрадиционными способами, однако, в школьных учебниках методам их решения не уделяется должного внимания.

Впервые в явном виде учащиеся общеобразовательных классов сталкиваются с понятием «композиция функций» в процессе изучения темы «Производная и её применение» при выводе формулы производной сложной функции. Использование же этого понятия даже в достаточно простых задачах из других тем школьного курса вызывает у них большие трудности.
Кроме того, при решении указанных задач не подходит ни один стандартный (известный) алгоритм, и учащимся приходится применять более широкий спектр теоретических знаний, проявлять сообразительность и умение рассуждать. Вместе с тем, такие задачи не выходят за рамки школьной программы, поскольку могут быть решены школьными методами. И, значит, изучение школьниками данной тематики способствует закреплению пройденного материала, развитию интереса к предмету, позволяет отработать различные способы решения задач при подготовке к ЕГЭ, олимпиадам разного уровня и вступительным испытаниям в вузы (в которых эти испытания сохранились).

Для начала напомним определение.
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 задана функция, которую называют сложной функцией или композицией функций. При этом пишут 
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Пример 1. Представьте функцию 
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Решение. Заметим, что задача имеет бесконечно много решений. Приведём лишь одно из них. Рассмотрим функции 
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Пример 2. Дана функция 
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Решение. а) Функция 
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б) Функция 
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в) Функция 
[image: image32.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

x

y

1

 представляет собой композицию функций 
[image: image33.wmf]2

)

(

x

x

y

=

 и 
[image: image34.wmf]x

x

g

1

)

(

=

. Тогда 
[image: image35.wmf](

)

(

)

2

2

2

1

1

)

(

)

(

1

x

x

x

g

x

g

y

x

y

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

=

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

.
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Пример 3 (открытый банк заданий ЕГЭ-2010). Найдите 
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Решение. Функция 
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Отсюда получаем, что выражение 
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Ответ: 1.

Пример 4. Для функции 
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Решение. Функция 
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Функция 
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Пример 5. Дана функция 
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Решение. Опуская некоторые очевидные рассуждения и выкладки, получим для всех действительных x:
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Тогда уравнение 
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Ответ: 
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Пример 6. Дана функция 
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Решение. 
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Поскольку 
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Пример 7 (МИЭТ, 2004). Найдите значение 
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Решение. Найдём вначале 
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Пример 8 (МИЭТ, 2002). Пусть 
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Решение. Поскольку 
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Так как 
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Пусть 
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Возвращаясь к переменной x, получим:
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Пример 9 (Московская межвузовская олимпиада, 2009 год). Пусть 
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Решение. Установим вид функции 
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Возникает предположение, что 
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Докажем, что при 
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Действительно,
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Что и требовалось доказать.

Итак, 
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В последнем соотношении выражение, заключённое в скобки, представляет собой сумму первых 2009 членов геометрической прогрессии со знаменателем 
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Подставляя в последнее соотношение 
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Пример 10 (МИЭТ, 2002). Постройте график функции 
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Решение. Выполним (по определению композиции функций) формальные преобразования:
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Найдём область определения функции 
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Таким образом, функция 
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График функции 
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 изображён на рис. 1.

Пример 11 (МИЭТ, 1999). Изобразите на плоскости Oxy множество точек, координаты которых удовлетворяют условию 
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Решение. Преобразуем уравнение, задающее на плоскости Oxy искомое множество точек:
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Множество точек на плоскости Oxy, удовлетворяющих уравнению 
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Поскольку при 
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 отрицательны, то в первой координатной четверти нет точек, удовлетворяющих системе
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Множество точек на координатной плоскости, удовлетворяющих системе
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изображено на рис. 2а. Окончательно, графическое изображение множества точек на плоскости Oxy, координаты которых удовлетворяют условию 
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Рис. 2б
Пример 12 (МИЭТ, 1998). Постройте график функции 
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Решение. По определению композиции функций:
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Формально возможны следующие четыре случая:
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Найдём значения переменной 
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Второй случай выполняется, когда: 
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Третий случай выполняется, когда: 
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Четвёртый случай выполняется, когда: 
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Таким образом,
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График функции 
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Пример 13 (МИЭТ, 2003). Функция 
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Окончательно получим:
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График функции 
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Далее рассмотрим тип задач, в которых надо найти функцию, если задано некоторое уравнение, в котором в качестве неизвестной выступает сама функция. Такие уравнения называют функциональными уравнениями. В дальнейшем будем рассматривать функциональные уравнения, в которых искомые функции связаны с известными функциями одной переменной с помощью операции образования сложной функции. Отметим также, что функциональные уравнения можно рассматривать как выражение свойства, характеризующего тот или иной класс функций. Например, 
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Рассмотрим сначала задачи, в которых требуется найти значения функции, не заданной явно, но обладающей свойствами чётности (нечётности), периодичности, или когда из данного функционального уравнения надо вывести (доказать) указанные свойства.
Пример 14 (МИЭТ, 2004). Функция 
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Решение. Воспользуемся вначале условием периодичности функции 
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Пример 15 (МИЭТ, 2005). Известно, что 
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Таким образом, получаем, что искомая сумма равна
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Пример 16. Известно, что 
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В исходном функциональном уравнении 
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Пример 17 (МИЭТ, 1994). Известно, что равенство 
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Это означает, что функция 
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Пример 18 (МИЭТ, 1999). Функция
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Таким образом, функция 
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Пример 19 (МИЭТ, 2005). Функция 
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Подставим последнее выражение для 
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Значит, функция 
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Таким образом,
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Функция 
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 называется решением данного функционального уравнения, если при подстановке её в уравнение последнее превращается в тождество при всех значениях аргумента в области её определения. Решить функциональное уравнение – означает установить, имеет ли оно решения, и найти их, если таковые имеются.

Пример 20 (LXVIV Московская математическая олимпиада, окружной тур, 11 класс, 2006). Найдите все такие функции 
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В последнем соотношении для функции 
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Ответ: 
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Пример 21 (МИЭТ, 1995). Найдите 
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Решение. Предположим, что функция 
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Получаем систему
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Из первого уравнения системы выразим 
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Подставим 
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По условию 
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Отсюда следует, что 
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Проверкой убеждаемся, что функция 
[image: image422.wmf]1

)

(

=

x

f

 при всех 
[image: image423.wmf]0

¹

x

 удовлетворяет условию задачи.

Замечание. В условии данной задачи не было указано, что функция 
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 имеется, мы осуществили логический переход к следствию. Поэтому проверка в этой ситуации необходима.
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Пример 22 (МГУ, ВМК, устный экзамен, 1997). Существует ли линейная функция 
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Решение. Функция 
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Следовательно, должны существовать такие единственные k и b, что для всех значений x будет выполняться равенство
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Полученное равенство не может выполняться при любых значениях x (многочлен первой степени 
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Ответ: не существует. 

Пример 23 (МГУ, экономический факультет, 1997). Функция 
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Решение. Раскроем модуль в выражении для функции 
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Так как функция 
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По условию, функция 
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Найдём вначале решения последней совокупности на отрезке 
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Поскольку функция 
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Пример 24 (LXX Московская математическая олимпиада, окружной тур, 11 класс, 2007). Функция 
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Отсюда, при 
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Ответ: 
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Пример 25 (МГУ, биологический факультет, 2005). Функция 
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Далее,
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Таким образом, 
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Пример 26 (МГУ, химический факультет, 1999). Функция 
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Решение. При 
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Сложив два последних уравнения, получим:
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Вычитая из уравнения 
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Значит, функция 
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Ответ: 3997.

Пример 27 (LXXI Московская математическая олимпиада, окружной тур, 11 класс, 2008). Непрерывная функция 
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Аналогично, при 
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Так как непрерывная функция принимает одинаковые значения на концах отрезка 
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Ответ: да, верно.

В заключение статьи рассмотрим задачу C5 одного из вариантов ЕГЭ по математике 2009 года.
Пример 28. Решите уравнение 
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Решение. Приведём исходное уравнение к виду
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Введём непрерывную чётную функцию 
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Ответ: 
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В заключение предлагаем подборку заданий для самостоятельной работы с ответами, решение которых поможет учащимся при подготовке к различным творческим и аттестационным испытаниям.
Задания для самостоятельной работы
Задача 1 (МИЭТ, 2004). Функция 
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Задача 2 (МИЭТ, 2004). Найдите значение 
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Задача 3 (МИЭТ, 2002). Пусть 
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Задача 4 (МИЭТ, 2002). Постройте график функции 
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Задача 5 (МИЭТ, 1999). Изобразите на плоскости Oxy множество точек, координаты которых удовлетворяют условию 
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Задача 6 (МИЭТ, 1998). Постройте график функции 
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Задача 7 (МИЭТ, 2003). Функция 
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Задача 8. Найдите 
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Задача 9 (МИЭТ, 1994). Известно, что равенство 
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Задача 10 (МИЭТ, 1999). Функция 
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Задача 11 (МИЭТ, 2005). Известно, что 
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Задача 12 (МИЭТ, 1995). Найдите 
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Задача 13 (МИЭТ, 2005). Функция 
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Задача 14 (МГУ, ВМК, устный экзамен, 1997). Существует ли линейная функция 
[image: image648.wmf])

(

x

f

, удовлетворяющая для всех x соотношению 
[image: image649.wmf]5

2

)

4

(

)

2

(

2

+

=

-

+

+

x

x

f

x

f

?

Задача 15 (МГУ, химический факультет, 2001). Функция 
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Задача 16 (МГУ, биологический факультет, 2005). Функция 
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Задача 17 (ЕГЭ-2009, задача С5 ). Решите уравнение
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Задача 18 (ЕГЭ-2009, задача С5 ). Решите уравнение
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