Окружности в задачах вступительных экзаменов в МИЭТ.

Прокофьев А.А., Соколова Т.В.

Задачи об углах, связанных с окружностью, о вписанных и описанных треугольниках и четырехугольниках, на использование метрических соотношений в круге (теоремы о хордах, секущих и касательных) часто встречаются в вариантах вступительных экзаменов. Диапазон их сложности очень широк. С методами решения подобных задач мы и собираемся познакомить читателей. По ходу изложения материала напомним основные теоремы и факты, которыми в дальнейшем придется пользоваться.
В первых задачах используются свойства центральных и вписанных углов.
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Центральный угол – угол, вершина которого лежит в центре окружности. Величина центрального угла равна величине соответствующей дуги (выраженной в радианах или градусах).

Вписанный угол – угол, вершина которого лежит на окружности, а стороны пересекают окружность. 

Теорема 1. Вписанный угол измеряется половиной дуги, на которую он опирается (см. рис. 1).

Следствие 1. Все вписанные углы данной окружности, опирающиеся на одну дугу, равны и составляют половину соответствующего центрального угла, т.е. 
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Следствие 2. Вписанный угол, опирающийся на диаметр, – прямой.

Теорема 2. Угол, образованный касательной и хордой, проведенной через точку касания, измеряется половиной дуги, заключенной между сторонами этого угла. 
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Из теорем 2 и 3 следует, что угол между касательной и хордой равен вписанному углу и в два раза меньше центрального, опирающихся на дугу, заключенную между касательной и хордой, т.е. 
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 (см. рис. 2). 
Теорема 3. Около четырехугольника 
[image: image3.wmf]ABCD

 можно описать окружность в том и только том случае, если суммы противоположных углов четырехугольника равны друг другу, т.е. (см. рис. 3)  
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№ 1 (МИЭТ, июль 2002, №7 из 11). На катете AC прямоугольного треугольника ABC как на диаметре построена окружность, которая пересекает гипотенузу AB в точке K. Найти площадь треугольника CKB, если длина катета AC равна 4 и величина угла ACK равна 
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.  

Решение. Угол 
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 – прямой, так как опирается на диаметр окружности 
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 (см. рис. 4). В прямоугольном треугольнике 
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 находим 
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. В прямоугольном треугольнике 
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 находим 
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Тогда площадь прямоугольного треугольника 
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 равна 
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Ответ.
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№2 (МИЭТ, июль 2004, №9 из 11). Четырехугольник 
[image: image16.wmf]ABCD

 вписан в окружность радиуса 
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. Найти сторону 
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Решение. Пусть 
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 – центр окружности, описанной около четырехугольника 
[image: image22.wmf]ABCD

 (см. рис. 5). Сторона 
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 равна радиусу окружности, следовательно, треугольник 
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 – равносторонний, 
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. Градусная мера дуги 
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 в два раза больше градусной меры опирающегося на нее угла 
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 и равна 
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. Угол 
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 – центральный, опирающийся на дугу 
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, 
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По теореме косинусов для треугольника 
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 получаем 
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   Ответ.  
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При решении задач о многоугольниках, вписанных в окружность, часто используется теорема синусов.
Теорема 4. Если 
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 – радиус окружности, описанной около треугольника 
[image: image40.wmf]ABC

, то выполняются равенства  
[image: image41.wmf]2

sinsinsin

ABACBC

R

CBA

===

ÐÐÐ

. 
[image: image838.wmf]B

C

A

D

N

M

O

№3 (МИЭТ, апрель 1998, №9 из 11). В трапеции 
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 (
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) сторона 
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. Прямая 
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 является касательной к окружности, описанной около треугольника 
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. Угол 
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 составляет 
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Решение. Найдем 
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 из треугольника 
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 (см. рис. 6). Углы 
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 и 
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 – накрест лежащие при параллельных прямых 
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 и 
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, следовательно, 
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. Вписанный угол 
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, опирающийся на хорду 
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, равен углу между этой хордой и касательной 
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, 
[image: image60.wmf]30

BAD

Ð=°

, тогда 
[image: image61.wmf]120

ABD

Ð=°

.

По теореме синусов для треугольника 
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 имеем 
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Ответ. 
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№ 4 (МИЭТ, июль 2004, № 11 из 11). Две окружности радиусов 
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 и 
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 проходят через вершину 
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 треугольника 
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 и касаются стороны 
[image: image70.wmf]BC

 в точках 
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 и 
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соответственно. Найти радиус окружности, описанной около треугольника 
[image: image73.wmf]ABC

.
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Решение. Рассмотрим две окружности с радиусами 
[image: image74.wmf]1
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 с общей касательной 
[image: image76.wmf]BC

. По условию окружности имеют общую точку 
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. Тогда либо они касаются, и тогда треугольник 
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 определен однозначно, либо пересекаются в двух точках 
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 и 
[image: image80.wmf]"

A

 (см. рис. 7). Покажем, что во втором случае радиусы окружностей, описанных около треугольников 
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Пусть 
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Таким образом, для решения задачи достаточно рассмотреть один случай, когда точка 
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 совпадает, например, с точкой 
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 (см. рис. 8). Радиус 
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 описанной около 
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Рассмотрим равнобедренный 
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, в два раза больше угла между этой хордой и касательной, т.е. 
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[image: image115.wmf]1

AOB

Ð

. Тогда в прямоугольном треугольнике 
[image: image116.wmf]1

OBP

 
[image: image117.wmf]1

BOP

Ð=b

, 
[image: image118.wmf]2

AB

BP

=

 и 
[image: image119.wmf]11

sin

2

APAB

OAR

b==

, т.е. 
[image: image120.wmf]1

2sin

AB

R

=

b

. Аналогично, 
[image: image121.wmf]2

2sin

AC

R

=

g

. Таким образом, 
[image: image122.wmf]2

12

RRR

=×

, 
[image: image123.wmf]12

35

RRR

=×=

.





Ответ:
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№5 (МИЭТ, июнь 2000, №9 из 11). Длина диагонали АС выпуклого четырехугольника ABCD равна 
[image: image125.wmf]2

. Углы  АВC, ACD и DAC равны соответственно 
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.  Найти площадь круга, описанного около треугольника ABD.
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Решение. В треугольнике 
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 (см. рис. 9) 
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 сумма противоположных углов 
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 равна 
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, следовательно, около него можно описать окружность. Получаем, что точка 
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 принадлежит окружности, описанной около треугольника 
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. Ее радиус равен радиусу окружности, описанной около треугольника 
[image: image138.wmf]ABC

, т.е. 
[image: image139.wmf]2

sin

AC

R

ABC

=

Ð

. Так как 
[image: image140.wmf]62

sinsin105sin(6045)

4

ABC

+

Ð=°=°+°=

, то 
[image: image141.wmf]2222(62)

31

4

62

R

-

===-

+

. Следовательно, 
[image: image142.wmf](

)

(

)

2

2

31423

SR

=p=p-=p-

. 


Ответ.  
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№6. (МИЭТ, июнь, 2001, №8 из 11). В треугольнике 
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 как на диаметре построена окружность, которая пересекает стороны 
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Решение. В треугольнике 
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 как вписанный угол, опирающийся на диаметр (см. рис. 10). Аналогично 
[image: image156.wmf]90.

AEB

Ð=°


Покажем, что треугольники 
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 подобны. Из прямоугольного 
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По теореме синусов для треугольника 
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Так как 
[image: image175.wmf](

)

11

sin75sin45(cos30cos120)31

24

°×°=°-°=+

, то окончательно имеем: 
[image: image176.wmf]31333

1

33

3

ACB

S

D

++

===+

.





Ответ:
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№7. (МИЭТ, июль, 2002, №10 из 11). Биссектрисы внутренних углов треугольника продолжены до точек пересечения с описанной около него окружность.  В результате соединения этих точек получился новый треугольник, площадь которого равна 1 см². Известно, что углы исходного треугольника равны 
[image: image178.wmf]30

°

, 
[image: image179.wmf]60

°

 и 
[image: image180.wmf]90

°

. Найти площадь исходного треугольника.
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Решение. Пусть 
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 – исходный треугольник, 
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 (см. рис. 11). Проведем биссектрисы 
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Выразим площадь треугольника со сторонами 
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[image: image201.wmf]2sin

aR

=×a

, 
[image: image202.wmf]2sin

bR

=×b

. Таким образом, 
[image: image203.wmf]2

2sinsinsin

SR

=a×b×g

 и 
[image: image204.wmf]2

2sinsinsin

S

R

=

a×b×g

.

Применяя эту формулу к 
[image: image205.wmf]ABC

V

, получим 
[image: image206.wmf]2

2sinsinsin

ABC

S

R

ABC

==

Ð×Ð×Ð

V

 
[image: image207.wmf]2

133
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22

ABC

ABC

S

S

==

×××

V

V

.

Применим эту формулу к треугольнику  
[image: image208.wmf]111

ABC

, предварительно вычислив его углы. 
[image: image209.wmf]1111111

BACBAAAAC

Ð=Ð+Ð

. Углы 
[image: image210.wmf]11

BAA

 и 
[image: image211.wmf]1

BBA

 – вписанные, опирающиеся на одну дугу, 
[image: image212.wmf]111

1

2

BAABBACBA

Ð=Ð=Ð

. Соответственно, 
[image: image213.wmf]111

1

2

AACACCACB

Ð=Ð=Ð

, 
[image: image214.wmf]111

11

()(180)90

222

BAC

BACCBAACBBAC

Ð

Ð=Ð+Ð=°-Ð=°-

, 
[image: image215.wmf]111

75

BAC

Ð=°

, 
[image: image216.wmf]111

2

sinsin75sin(3045)(31)

4

BAC

Ð=°=°+°=+

. 
Аналогичным образом получаем 
[image: image217.wmf]111

9045

2

ACB

ACB

Ð

Ð=°-=°

, 
[image: image218.wmf]111

2

2

ACB

Ð=

, 
[image: image219.wmf]111

9060

2

ABC

ABC

Ð

Ð=°-=°

, 
[image: image220.wmf]111

3

sin

2

ABC

Ð=

. По условию задачи  
[image: image221.wmf]111

1

ABC

S

=

. Получаем,

[image: image222.wmf]111

2

111111111

4

2sinsinsin

3(31)

ABC

S

R

BACABCACB

==

Ð×Ð×Ð

+

.

Поскольку 
[image: image223.wmf]2

2

3

ABC

RS

=

V

, то 
[image: image224.wmf]2

32

31

2

31

ABC

SR

===-

+

V

.    Ответ. 
[image: image225.wmf]31

-

 (см²).
При решении задач, связанных с окружностями, часто используются следующие факты:
Теорема 5. Геометрическое место точек, равноудаленных от концов отрезка представляет собой серединный перпендикуляр к нему. 
Теорема 6. Отрезок, содержащий центр окружности и перпендикулярный хорде, делит ее пополам. 
Теорема 7. Центр описанной около треугольника окружности – точка пересечения серединных перпендикуляров к сторонам.
№8. (МИЭТ, апрель , 2002, №5 из 11). Найти площадь остроугольного равнобедренного треугольника с основанием 6, если известно, что радиус описанной около него окружности равен 5.
[image: image844.wmf]A

B

C

D
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2

Решение. Пусть 
[image: image226.wmf]ABC

 – равнобедренный треугольник с основанием 
[image: image227.wmf]6

AC

=

 (см. рис. 12), 
[image: image228.wmf]O

 –  центр описанной вокруг него окружности. Проведем высоту 
[image: image229.wmf]BHAC

^

. Так как треугольник  
[image: image230.wmf]ABC

 равнобедренный, то 
[image: image231.wmf]BH

 является также и медианой, т.е. 
[image: image232.wmf]BH

 – серединный перпендикуляр к отрезку 
[image: image233.wmf]AC

, 
[image: image234.wmf]O

 принадлежит прямой 
[image: image235.wmf]BH

. Так как треугольник 
[image: image236.wmf]ABC

 остроугольный, то 
[image: image237.wmf]O

 лежит внутри него, т.е. на отрезке 
[image: image238.wmf]BH

, 
[image: image239.wmf]BHBOOH

=+

. Имеем 
[image: image240.wmf]5

AOOB

==

 (радиусы окружности), 
[image: image241.wmf]3

2

AC

AHHC

===

. По теореме  Пифагора для прямоугольного треугольника 
[image: image242.wmf]AHO

 получаем 
[image: image243.wmf]222

OHAOAH

=-

, 
[image: image244.wmf]4

OH

=

, 
[image: image245.wmf]9

BHBOOH

=+=

, 
[image: image246.wmf]1

27

2

ABC

SACBH

=×=

.

Ответ. 
[image: image247.wmf]27

.
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№9. (МИЭТ, июль, 2002, №8 из 11). Радиус окружности, проходящей через три вершины ромба, равен 
[image: image248.wmf]2

, а длина диагонали ромба, проходящей через центр окружности, равна 
[image: image249.wmf]32

. Найти площадь ромба.

Решение. Пусть 
[image: image250.wmf]O

 – центр окружности, проходящей через вершины 
[image: image251.wmf]A

, 
[image: image252.wmf]B

, 
[image: image253.wmf]C

 ромба 
[image: image254.wmf]ABCD

, 
[image: image255.wmf]OBD

Î

, 
[image: image256.wmf]K

 – точка пересечения диагоналей ромба 
[image: image257.wmf]ABCD

. 

В общем случае возможны два варианта: 
1) угол 
[image: image258.wmf]ABC

 острый, и тогда точка 
[image: image259.wmf]O

 лежит внутри треугольника 
[image: image260.wmf]ABC

, т.е. между точками 
[image: image261.wmf]B

 и 
[image: image262.wmf]K

 (см. рис. 13); 

2) угол 
[image: image263.wmf]ABC

 тупой, и тогда точка 
[image: image264.wmf]O

 лежит вне треугольника 
[image: image265.wmf]ABC

, т.е. точка 
[image: image266.wmf]K

 лежит между точками 
[image: image267.wmf]B

 и 
[image: image268.wmf]O

 (см. рис. 14). 

[image: image846.wmf]M

A

B

K

Тогда в обоих случаях, так как 
[image: image269.wmf]ABCD

 ромб, то его диагонали перпендикулярны (
[image: image270.wmf]ACBD

^

) и делятся точкой пересечения пополам: 
[image: image271.wmf]32

22

BD

BKKD

===

, 
[image: image272.wmf]2

AC

AKKC

==

. 
[image: image273.wmf]2

OBOC

==

 (радиусы окружности). Так как по условию 
[image: image274.wmf]BKOB

>

, то возможен только первый случай, т.е. 
[image: image275.wmf]2

2

OKKBOB

=-=

. Из теоремы Пифагора для прямоугольного треугольника 
[image: image276.wmf]OKC

 получаем 
[image: image277.wmf]222

KCOCOK

=-

, 
[image: image278.wmf]6

2

KC

=

, 
[image: image279.wmf]6

AC

=

. Следовательно, 
[image: image280.wmf]33

2

ABCD

ACBD

S

×

==

.
 Ответ. 
[image: image281.wmf]33

.
При решении следующих задач используются теоремы:
Теорема 8 (о свойстве касательной). Касательная к окружности перпендикулярна радиусу, проведенному в точку касания. 

Теорема 9 (признак касательной). Если прямая проходит через конец радиуса, лежащий на окружности, и перпендикулярна к этому радиусу, то она является касательной. 

Теорема 10. Отрезки касательных к окружности, проведенные из одной точки, равны и составляют равные углы с прямой, проходящей через точку и центр окружности. 
Теорема 11. Центр окружности вписанной в многоугольник, лежит в точке пересечения биссектрис всех внутренних углов данного многоугольника.
Теорема 12. Радиус окружности, вписанной в прямоугольный треугольник с катетами 
[image: image282.wmf]a

, 
[image: image283.wmf]b

 и гипотенузой 
[image: image284.wmf]c

 равен  
[image: image285.wmf]2

abc

r

+-

=

.
№10 (МИЭТ, май , 2002, №5 из 11). Гипотенуза прямоугольного треугольника равна 34 см, а катеты относятся как 
[image: image286.wmf]8:15

. Найти радиус вписанной окружности.
[image: image847.wmf]A

B

C

D

O

Решение. Пусть 
[image: image287.wmf]ABC

 – прямоугольный треугольник с гипотенузой 
[image: image288.wmf]34

AB

=

 (см) (см. рис. 15). Найдем его катеты. По условию  
[image: image289.wmf]:8:15

ACBC

=

. Пусть  
[image: image290.wmf]8

ACx

=

, тогда 
[image: image291.wmf]15

BCx

=

. Из теоремы Пифагора для прямоугольного 
[image: image292.wmf]ABC

V

 имеем 
[image: image293.wmf]222

ABACBC

=+

, 
[image: image294.wmf]2222

34(815)

x

=+

, 
[image: image295.wmf]22

34289

x

=

, 
[image: image296.wmf]222

3417

x

=×

. Так как 
[image: image297.wmf]0

x

>

 по смыслу задачи, то 
[image: image298.wmf]2

x

=

. Таким образом, 
[image: image299.wmf]16

AC

=

, 
[image: image300.wmf]30

BC

=

. Таким образом,  
[image: image301.wmf]6

2

ACBCAB

r

+-

==

 (см). 

Ответ. 
[image: image302.wmf]6

 см.

№11. (МИЭТ, июль 2001, №8 из 11). В прямоугольную трапецию вписан круг радиуса 4. Отношение длин оснований трапеции равно 2. Найти площадь трапеции.
[image: image848.wmf]A
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Решение. Соединим центр окружности с точками касания и проведём высоту 
[image: image303.wmf]CK

(см. рис. 16). 
[image: image304.wmf]CMCQ

=

 и 
[image: image305.wmf]DPDQ

=

 (как отрезки касательных, проведенных из одной точки). Пусть 
[image: image306.wmf]MCx

=

, тогда  
[image: image307.wmf]4

BCBMMCx

=+=+

. 
[image: image308.wmf]2

ADBC

=

 (по условию) 
[image: image309.wmf]82

ADx

=+

. Четырехугольник 
[image: image310.wmf]PMCK

 – прямоугольник. Значит 
[image: image311.wmf]8

CKPM

==

, 
[image: image312.wmf]PKMCx

==

. 
[image: image313.wmf]4

KDPDPKx

=-=+

. 
Рассмотрим 
[image: image314.wmf]KCD

V

. 
[image: image315.wmf]90

CKD

Ð=°

, 
[image: image316.wmf]CD

 – гипотенуза и 
[image: image317.wmf]43

CDCQQDMCPDx

=+=+=+

. Из теоремы Пифагора для прямоугольного 
[image: image318.wmf]KCD

V

 получаем: 
[image: image319.wmf]222

CDCKKD

=+

, т.е. 
[image: image320.wmf]222

(43)8(4)

xx

+=++

. Или 
[image: image321.wmf]2

280

xx

+-=

. Корнями последнего уравнения являются числа 
[image: image322.wmf]1

4

x

=-

 и 
[image: image323.wmf]2

2

x

=

. Следовательно, 
[image: image324.wmf]2

MC

=

. Тогда 
[image: image325.wmf]6

BC

=

, 
[image: image326.wmf]12

AD

=

. 
[image: image327.wmf]612
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SCK

++

=×=×=

.





Ответ: 
[image: image328.wmf]72

.
[image: image849.wmf]B
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№12 (МИЭТ, июль 2003, №8 из 11). В треугольнике 
[image: image329.wmf]ABC

 
[image: image330.wmf]28,

AB

=

 
[image: image331.wmf]17,

AC

=

 
[image: image332.wmf]8

arccos.

17

A

Ð=

 Найти радиус окружности, касающейся стороны 
[image: image333.wmf]BC

 и продолжений сторон 
[image: image334.wmf]AB

 и 
[image: image335.wmf].

AC


Решение. Обозначим через 
[image: image336.wmf]N

 и 
[image: image337.wmf]P

 точки касания окружности с продолжениями сторон 
[image: image338.wmf]AB

 и 
[image: image339.wmf]AC

(см. рис. 17). Из теоремы косинусов для треугольника 
[image: image340.wmf]ABC

 найдем сторону 
[image: image341.wmf]BC

: 

[image: image342.wmf]222

2cos

BCABACABACA

=+-×××Ð=



[image: image343.wmf]22

8

281722817

17

=+-×××=



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image344.wmf]625

.

Отсюда 
[image: image345.wmf]25

BC

=

. Пусть 
[image: image346.wmf],

BMx

=

 
[image: image347.wmf]MCy

=

. По свойству отрезков касательных к окружности, проведенных из одной точки, получаем 
[image: image348.wmf]BNBMx

==

, 
[image: image349.wmf]PCPMy

==

 и 
[image: image350.wmf].

ANAP

=

 Получаем систему: 
[image: image351.wmf]2817,

25.

xy

xy

+=+

ì

í

+=

î


Решая систему, получим: 
[image: image352.wmf]7,

x

=

 
[image: image353.wmf]18.

y

=

 
По свойству касательной, 
[image: image354.wmf]ONNA

^

. Тогда из прямоугольного треугольника 
[image: image355.wmf]AON

 найдем радиус окружности  
[image: image356.wmf]1cos18/173

tg35353521.

21cos18/175

ONAN

j-j-

=×=×=×=×=

+j+

 

Ответ: 
[image: image357.wmf]21

.
№13.  (МИЭТ, июль, 1999, №9 из 11). В треугольник 
[image: image358.wmf]ABC

 с углом 
[image: image359.wmf]A

, равным 
[image: image360.wmf]30

°

, вписана окружность с центром в точке 
[image: image361.wmf]O

, касающаяся стороны 
[image: image362.wmf]BC

 в точке 
[image: image363.wmf]P

. Градусные меры углов 
[image: image364.wmf]BOP

 и 
[image: image365.wmf]POC

 относятся как 
[image: image366.wmf]3:4

. Найти расстояние от точки 
[image: image367.wmf]C

 до точки пересечения прямых 
[image: image368.wmf]BO

 и 
[image: image369.wmf]AC

, если 
[image: image370.wmf]3

BP

=

см.

[image: image850.wmf]A
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Решение. Пусть вписанная в треугольник 
[image: image371.wmf]ABC

 окружность касается его сторон   
[image: image372.wmf]AB

 и 
[image: image373.wmf]AC

 соответственно в точках 
[image: image374.wmf]L

 и 
[image: image375.wmf]K

 (см. рис. 18). Найдем углы треугольника 
[image: image376.wmf]CDB

. Пусть 
[image: image377.wmf]3

BOPx

Ð=

, тогда 
[image: image378.wmf]4

POCx

Ð=

. Так как  касательная к окружности перпендикулярна радиусу, проведенному в точку касания, то треугольники 
[image: image379.wmf]OPC

 и 
[image: image380.wmf]OPB

 прямоугольные. 
[image: image381.wmf]90904

PCOCOPx

Ð=°-Ð=°-

,  
[image: image382.wmf]90903

PBOBOPx

Ð=°-Ð=°-

.

Так как 
[image: image383.wmf]O

 – центр вписанной окружности, то 
[image: image384.wmf]O

 – точка пересечения  биссектрис внутренних углов треугольника 
[image: image385.wmf]ABC

: 
[image: image386.wmf]OCPOCD

Ð=Ð

, 
[image: image387.wmf]1808

ACBx

Ð=°-

, 
[image: image388.wmf]OBPOBL

Ð=Ð

, 
[image: image389.wmf]1806

CBAx

Ð=°-

. Вычислим сумму углов треугольника 
[image: image390.wmf]ABC

: 
[image: image391.wmf]180

BCAABCBAC

Ð+Ð+Ð=°

, 
[image: image392.wmf]3601430180

x

°-+°=°

, 
[image: image393.wmf]15

x

=°

. Таким образом, 
[image: image394.wmf]60

COP

Ð=°

, 
[image: image395.wmf]60

ACB

Ð=°

, 
[image: image396.wmf]45

OBPBOP

Ð=Ð=°

, 
[image: image397.wmf]75

BDC

Ð=°

. Из прямоугольного треугольника  
[image: image398.wmf]OPB

 найдем 
[image: image399.wmf]tg3tg453

OPBPOBP

=×Ð=°=

. Из прямоугольного треугольника  
[image: image400.wmf]OPC

 найдем 
[image: image401.wmf]tg3tg6033

PCOPCOP

=×Ð=°=

. Таким образом, 
[image: image402.wmf]3(31)

CBCPPB

=+=+

.
Найдем 
[image: image403.wmf]CD

 по теореме синусов для треугольника 
[image: image404.wmf]CDB

: 
[image: image405.wmf]sinsin

CDCB

DBCCDB

=

ÐÐ

, 
[image: image406.wmf]3(31)sin45

sin75

CD

+°

=

°

, учитывая, что 
[image: image407.wmf]2

sin75(31)

4

°=+

 (см. задачу №7), окончательно получаем 
[image: image408.wmf]3(31)24

6

2(31)

CD

+×

==

+

 (см).





Ответ.  
[image: image409.wmf]6

см.
При решении следующих задач используются теоремы:

Теорема 13. Площадь многоугольника, описанного около окружности радиуса 
[image: image410.wmf]r

 равна  
[image: image411.wmf]Spr

=×

, где 
[image: image412.wmf]p

 – полупериметр многоугольника.

Теорема 14. Около четырехугольника можно описать окружность тогда и только тогда, когда суммы его противоположных сторон равны. 

№14 (МИЭТ, апрель 1998, №7 из 11). Около круга площади 
[image: image413.wmf]4

p

 описана равнобочная трапеция, боковая сторона которой равно 7. Найдите площадь трапеции.
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Решение. Рассмотрим трапецию 
[image: image414.wmf]ABCD

 с основаниями 
[image: image415.wmf]BC

 и 
[image: image416.wmf]AD

, в которую вписан круг с центром 
[image: image417.wmf]O

 (см. рис. 19). Тогда площадь трапеции можно получить из формулы 
[image: image418.wmf]Spr

=×

, где 
[image: image419.wmf]p

 – полупериметр трапеции, 
[image: image420.wmf]r

 – радиус вписанной окружности.

Найдем радиус окружности 
[image: image421.wmf]r

: 
[image: image422.wmf]2

круга

Sr

=p

, по условию задачи 
[image: image423.wmf]круга

4

S

=p

, 
[image: image424.wmf]2

4

r

p=p

, 
[image: image425.wmf]2

r

=

. 

Найдем полупериметр трапеции. По свойству четырехугольника, в который можно вписать окружность, суммы длин его противоположных сторон равны: 
[image: image426.wmf]14

BCADABCD

+=+=

, 
[image: image427.wmf]14

p

=

. Окончательно получаем 
[image: image428.wmf]28

S

=

.

Ответ.  
[image: image429.wmf]28

.
№15 (МИЭТ, июнь 1999, №8 из 11). Средняя линия равнобочной трапеции, описанной около круга, равна 
[image: image430.wmf]170

. Определить радиус круга, если известно, что нижнее основание больше верхнего на 160. 
[image: image852.wmf]A
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Решение. Пусть 
[image: image431.wmf]ADa

=

 – нижнее основание трапеции, 
[image: image432.wmf]BCb

=

 – верхнее (см. рис. 20). В силу свойства средней линии трапеции 
[image: image433.wmf]170

2

ab

+

=

. Кроме того, по условию 
[image: image434.wmf]160

ab

-=

. Получаем: 
[image: image435.wmf]250

a

=

, 
[image: image436.wmf]90

b

=

. По свойству трапеции, описанной около круга, имеем: 
[image: image437.wmf]ABCDADBC

+=+

. Так как трапеция равнобочная, то 
[image: image438.wmf]ABCD

=

, 
[image: image439.wmf]2340

AB

=

, 
[image: image440.wmf]170

AB

=

.
Проведем высоту трапеции 
[image: image441.wmf]BH

. Тогда 
[image: image442.wmf]2

BHR

=

, 
[image: image443.wmf]80

2

ab

AH

-

==

. По теореме Пифагора для треугольника 
[image: image444.wmf]ABH

: 
[image: image445.wmf]222

;

BHABAH

=-

 
[image: image446.wmf]2222

1708022510

BH

=-=×

 или 
[image: image447.wmf]150

BH

=

. Так как 
[image: image448.wmf]2

BHR

=

, то 
[image: image449.wmf]75

R

=

.





Ответ.  
[image: image450.wmf]75

.
№ 16 (МИЭТ, апрель 2001, №7 из 11). В ромб 
[image: image451.wmf]ABCD

 вписана окружность, касающаяся сторон  
[image: image452.wmf]BC

 и 
[image: image453.wmf]CD

 в точках 
[image: image454.wmf]M

 и 
[image: image455.wmf]N

. Найти длину отрезка 
[image: image456.wmf],

MN

 если 
[image: image457.wmf]6,

AC

=

 а 
[image: image458.wmf]8.

BD

=

 

Решение. Так как диагонали ромба взаимно перпендикулярны и делятся точкой пересечения пополам, то в треугольнике ВОС  (см. рис. 21) 
[image: image459.wmf]90

BOC

Ð=°

, 
[image: image460.wmf]4

2

BD

BO

==

, 
[image: image461.wmf]3

2

AC

OC

==

, следовательно, 
[image: image462.wmf]22

345

BC

=+=

. Если S – площадь ромба, то справедливы равенства: 
[image: image463.wmf]12

1

2

Sdd

=

 и 
[image: image464.wmf]Spr

=×

, [image: image853.wmf]A

B
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где 
[image: image465.wmf]12

,

dd

 – диагонали ромба, 
[image: image466.wmf]p

 – его полупериметр, 
[image: image467.wmf]r

 – радиус вписанной окружности. Из первого равенства находим 
[image: image468.wmf]11

6824

22

SACBD

=××=××=

. Тогда согласно второму равенству 
[image: image469.wmf]2410

r

=×

. Откуда 
[image: image470.wmf]2,4

r

=

. В треугольнике 
[image: image471.wmf]OMC

, по свойству касательной, 
[image: image472.wmf]90

OMC

Ð=°

, 
[image: image473.wmf]2,4

OM

=

, 
[image: image474.wmf]3

OC

=

, так что 
[image: image475.wmf]22

95,761,8

MCOCOM

=-=-=

. В силу симметрии 
[image: image476.wmf]::

MCBCCNCD

=

, следовательно, треугольники 
[image: image477.wmf]MCN

 и BCD подобны, и 
[image: image478.wmf]MNMC

BDBC

=

. Откуда 
[image: image479.wmf]81,8

2,88

5

BDMC

MN

BC

××

===

.


Ответ: 
[image: image480.wmf]2,88

.
[image: image854.wmf]B
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При решении следующих задач используются метрические соотношения в круге:
[image: image855.wmf]B
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 Теорема 15 (о секущих).  Если через точку 
[image: image481.wmf]M

 вне окружности провести две секущие (см. рис. 22), то произведения длин секущих на их внешние части будут равны:  
[image: image482.wmf]MAMBMCMD

×=×

.
Теорема 16 (о секущей и касательной). Если через точку 
[image: image483.wmf]M

 вне окружности провести секущую и касательную (см. рис. 23), то произведение длины секущей на ее внешнюю часть будет равно квадрату длины касательной:  
[image: image484.wmf]2

MAMBMK

×=

.
№17 (МИЭТ, апрель 2001, №8 из 11). Из точки А проведены к окружности радиуса 2 касательная АМ (М – точка касания) и секущая, пересекающая окружность в точках К и L. Известно, что L – середина отрезка АК, 
[image: image485.wmf]60

AMK

Ð=°

. Найти площадь треугольника АМК. 

Решение. Заметим, что 
[image: image486.wmf]KMOAMOAMK

Ð=Ð-Ð

, 
[image: image487.wmf]30

KMO

Ð=°

 (см. рис. 24). Рассмотрим треугольник МОК: 
[image: image488.wmf]2

MOOK

==

, 
[image: image489.wmf]30

OKMKMO

Ð=Ð=°

, 
[image: image490.wmf]120

MOK

Ð=°

. По теореме синусов 
[image: image491.wmf]sin30sin120

KOMK

°

=

°

, откуда получим 
[image: image492.wmf]sin120

23

sin30

KO

MK

°

×

==

°

. 

[image: image856.wmf]b

b

a

A

B

Пусть 
[image: image493.wmf]x

 – длины отрезков AL и LK. По теореме о касательной и секущей 
[image: image494.wmf]2

ALAKAM

×=

. Или 
[image: image495.wmf]2

(2)

xxAM

×=

. Следовательно, 
[image: image496.wmf]2

AMx

=

. 

Из теоремы косинусов для треугольника 
[image: image497.wmf]AMK

: 

[image: image498.wmf]222

2cos60

AKAMMKAMMK

=+-×××°

;


[image: image499.wmf](

)

(

)

22

2

1

(2)2232223

2

xxx

=+-×××

  или  
[image: image500.wmf]2

660

xx

+-=

.

Тогда 
[image: image501.wmf]1

630

2

x

--

=

; 
[image: image502.wmf]2

630

2

x

-+

=

. По смыслу задачи 
[image: image503.wmf]0

x

>

,  
[image: image504.wmf]306

2

x

-

=

. 
[image: image505.wmf]306

2

2

AM

-

=×

. Вычислим теперь площадь треугольника АМК: 


[image: image506.wmf](

)

113063

sin602231,5153

2222

SAMMK

°

-

=×××=××××=-

.

Ответ: 
[image: image507.wmf](

)

1,5153

-

.

[image: image857.wmf]A

B

C

D

№18 (МИЭТ, апрель 1998, №9 из 11). Через вершины 
[image: image508.wmf]A

 и 
[image: image509.wmf]B

 прямоугольного треугольника 
[image: image510.wmf]ABC

 (угол 
[image: image511.wmf]C

 – прямой) проведена окружность, касающаяся стороны 
[image: image512.wmf]AC

 и пересекающая продолжение стороны 
[image: image513.wmf]BC

  в точке 
[image: image514.wmf]D

. Найти радиус окружности, если известно, что 
[image: image515.wmf]3

AB

=

см и 
[image: image516.wmf]3,2

CD

=

см.

Решение. Пусть 
[image: image517.wmf]R

 – искомый радиус. Из точки 
[image: image518.wmf]O

 опустим перпендикуляр 
[image: image519.wmf]OK

 на продолжение стороны 
[image: image520.wmf]CB

 (см. рис. 25). По свойству касательной, 
[image: image521.wmf]ACOA

^

, 
[image: image522.wmf]AOKC

 – прямоугольник и 
[image: image523.wmf]CKAOR

==

, 
[image: image524.wmf]KDCDR

=-

. 

Так как 
[image: image525.wmf]OKBD

^

, то 
[image: image526.wmf]BKKD

=

, 
[image: image527.wmf]()2

CBCKBKRCDRRCD

=-=--=-

. Следовательно, 
[image: image528.wmf]/21,6

RCB

=+

. 

Найдем 
[image: image529.wmf]CB

. По теореме Пифагора для прямоугольного треугольника 
[image: image530.wmf]ABC

 получаем 
[image: image531.wmf]222

ACABCB

=-

. По теореме об отрезках касательной и секущей, проведенных к окружности из одной точки, получаем  
[image: image532.wmf]2

ACCBCD

=×

. Таким образом, 
[image: image533.wmf]22

ABCBCBCD

-=×

, 
[image: image534.wmf]2

93,2

CBCB

-=×

. Решая квадратное уравнение и учитывая, что 
[image: image535.wmf]0

CB

>

, получаем 
[image: image536.wmf]1,8

CB

=

. Следовательно, 
[image: image537.wmf]2,5

R

=

.


  Ответ. 
[image: image538.wmf]2,5

 см.
В последних четырех задачах используются свойства касающихся окружностей.
Теорема 17. Центры касающихся окружностей и точка касания лежат на одной прямой как при внешнем, так и при внутреннем касании. Расстояние между центрами окружностей равно сумме радиусов, если окружности касаются внешним образом, и разности радиусов, если внутренним. 

№ 19 (МИЭТ, апрель 1999, №9 из 11). На плоскости между двумя концентрическими окружностями радиусов 
[image: image539.wmf]r

и 
[image: image540.wmf]R

 вписаны четыре круга так, что они попарно касаются друг друга и каждый из них касается обеих концентрических окружностей. Найти отношение 
[image: image541.wmf]/

Rr

.

[image: image858.wmf]g

b

b

B
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Решение. Пусть 
[image: image542.wmf]1234

,,,

OOOO

-

 центры вписанных кругов (см. рис. 26). Для любого вписанного круга его центр и точки касания им малого и большого кругов и их центры лежат на одной прямой. Отсюда следует, что радиусы вписанных кругов равны 
[image: image543.wmf]2

Rr

-

. Так как центры любой пары вписанных кругов и точка их касания также лежат на одной прямой, то четырехугольник 
[image: image544.wmf]1234

OOOO

-

 ромб. Диагонали ромба перпендикулярны. Следовательно, треугольник 
[image: image545.wmf]23

OOO

-

 прямоугольный.

[image: image546.wmf]23

22

RrRr

OOOOr

-+

==+=

, 
[image: image547.wmf]23

OORr

=-

.

Из теоремы Пифагора следует 
[image: image548.wmf]222

2323

OOOOOO

+=

 или 
[image: image549.wmf]2

2

2()

2

Rr

Rr

+

æö

=-

ç÷

èø

. Разделив левую и правую части равенства на 
[image: image550.wmf]2

r

, получим  
[image: image551.wmf]22

121

RR

rr

æöæö

+=-

ç÷ç÷

èøèø

. Сделав замену 
[image: image552.wmf]R

x

r

=

, получим уравнение 
[image: image553.wmf]2

610

xx

-+=

, корнями которого являются числа 
[image: image554.wmf]1,2

322

x

=±

, а поскольку 
[image: image555.wmf]Rr

>

, то 
[image: image556.wmf]322

R

r

=+

.


Ответ. 
[image: image557.wmf]322

+

.
№20 (МИЭТ, июль 2000, №7 из 11). Сторона квадрата 
[image: image558.wmf]ABCD

  равна  
[image: image559.wmf].

a

  Найти радиус окружности, расположенной внутри квадрата, касающейся стороны 
[image: image560.wmf]AB

 и касающейся  внешним образом окружностей радиуса  
[image: image561.wmf]a

  с центрами в точках 
[image: image562.wmf]C

 и 
[image: image563.wmf].

D


Решение. Пусть 
[image: image564.wmf]r

 – искомый радиус окружности, 
[image: image565.wmf]O

 – ее центр (см. рис. 27). Из условия внешнего касания окружностей (расстояние между центрами равно сумме радиусов) получаем 
[image: image566.wmf]OCODar

==+

.

В равнобедренном треугольнике 
[image: image567.wmf]COD

 проведем высоту 
[image: image568.wmf]OHDC

^

. Тогда 
[image: image569.wmf]2

a

DHHC

==

, 
[image: image570.wmf]||

OHAD

. Пусть 
[image: image571.wmf]K

 – точка пересечения прямой 
[image: image572.wmf]OH

 со стороной квадрата 
[image: image573.wmf]AB

. Так как 
[image: image574.wmf]||

ABCD

, 
[image: image575.wmf]||

KHAD

, то 
[image: image576.wmf]2

a

AKDH

==

 и 
[image: image577.wmf]KHAB

^

. Таким образом, 
[image: image578.wmf]OKAB

^

, следовательно, 
[image: image579.wmf]K

 – точка касания окружности с центром в точке 
[image: image580.wmf]O

 и стороны 
[image: image581.wmf]AB

, т.е. 
[image: image582.wmf]OKr

=

.
[image: image859.wmf]g
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Проведем 
[image: image583.wmf]OPAC

^

. Четырехугольник 
[image: image584.wmf]AKOP

 – прямоугольник, 
[image: image585.wmf]APOKr

==

, 
[image: image586.wmf]2

a

POAK

==

. Тогда 
[image: image587.wmf]APr

=

, 
[image: image588.wmf]PDar

=-

. По теореме Пифагора для прямоугольного треугольника 
[image: image589.wmf]OPD

 получаем 
[image: image590.wmf]222

ODPDPO

=+

, 
[image: image591.wmf]2

22

()()

4

a

arar

+=-+

, 
[image: image592.wmf]2

4

4

a

ar

=

, 
[image: image593.wmf]16

a

r

=

.
   Ответ.  
[image: image594.wmf]16

a

.
№21 (МИЭТ, май 2003, №9 из 11). Окружности радиусов 
[image: image595.wmf]20

 и 
[image: image596.wmf]3

 касаются внутренним образом. Хорда 
[image: image597.wmf]AB

 большей окружности касается меньшей окружности в точке 
[image: image598.wmf]M

. Найти длины отрезков 
[image: image599.wmf]AM

 и 
[image: image600.wmf]MB

, если 
[image: image601.wmf]32

AB

=

.

[image: image860.wmf]M

A

B

C

D

Решение. Возможны два случая расположения окружностей: их центры лежат по одну или по разные стороны от хорды 
[image: image602.wmf]AB

 (см. рис. 28, 29). 

Пусть 
[image: image603.wmf]1

O

 – центр большей окружности, 
[image: image604.wmf]2

O

 – меньшей. В обоих случаях из условия касания окружностей получаем 
[image: image605.wmf]1212

17

OOrr

=-=

. Пусть 
[image: image606.wmf]K

 – основание перпендикуляра, опущенного из точки 
[image: image607.wmf]1

O

 на хорду 
[image: image608.wmf]AB

. Тогда 
[image: image609.wmf]1

16

2

KBAKAB

===

. По теореме Пифагора для треугольника 
[image: image610.wmf]1

BKO

 получаем 
[image: image611.wmf]22

11

12

KOBOBK

=-=

.
[image: image861.wmf] 
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Через точку 
[image: image612.wmf]2

O

 проведем прямую, параллельную хорде 
[image: image613.wmf]AB

. Пусть эта прямая пересекает прямую 
[image: image614.wmf]1

OK

 в точке 
[image: image615.wmf]P

. Так как 
[image: image616.wmf]2

OMAB

^

 (радиус, проведенный в точку касания), то 
[image: image617.wmf]2

OMKP

P

. Тогда 
[image: image618.wmf]22

3

KPOMr

===

.
Если центры окружностей лежат по одну сторону от хорды 
[image: image619.wmf]AB

 (см. рис. 28), то точка 
[image: image620.wmf]P

 лежит между точками 
[image: image621.wmf]K

 и 
[image: image622.wmf]1

O

, следовательно, 
[image: image623.wmf]11

9

POKOKP

=-=

.
Если центры окружностей лежат по разные стороны от хорды 
[image: image624.wmf]AB

 (см. рис. 29), то точка 
[image: image625.wmf]K

 лежит между точками 
[image: image626.wmf]P

 и 
[image: image627.wmf]1

O

, следовательно, 
[image: image628.wmf]11

15

POKOKP

=+=

.
В обоих случаях по теореме Пифагора для прямоугольного 
[image: image629.wmf]12

OPO

V

 получаем 
[image: image630.wmf]22

2121

MKPOOOOP

==-

, 
[image: image631.wmf]AMAKMK

=+

, 
[image: image632.wmf]BMBKMK

=-

. Тогда в первом случае 
[image: image633.wmf]413

MK

=

 и 
[image: image634.wmf]16413

AM

=+

, 
[image: image635.wmf]16413

BM

=-

. Во втором случае 
[image: image636.wmf]8

MK

=

 и 
[image: image637.wmf]24

AM

=

, 
[image: image638.wmf]8

BM

=

.

Ответ: 
[image: image639.wmf]24

 и 
[image: image640.wmf]8

; 
[image: image641.wmf]16413

+

 и 
[image: image642.wmf]16413

-

.

№22 (МИЭТ, июль 2004, №9 из 11). В равнобедренную трапецию с основаниями 
[image: image643.wmf]2

 и 
[image: image644.wmf]8

  вписана окружность. Другая окружность касается данной, большего основания и боковой стороны. Найти ее радиус.

[image: image862.wmf]b

a

A

B

Решение. Пусть трапеция 
[image: image645.wmf]ABCD

 описана около окружности с центром 
[image: image646.wmf]1

O

, окружность с центром 
[image: image647.wmf]2

O

 касается первой окружности и основания 
[image: image648.wmf]AD

 и боковой стороны 
[image: image649.wmf]AB

 трапеции (см. рис. 30).
Найдем радиус первой окружности. Через вершины трапеции 
[image: image650.wmf]B

, 
[image: image651.wmf]C

 и центр окружности 
[image: image652.wmf]1

O

 проведем высоты трапеции: 
[image: image653.wmf]BLAD

^

, 
[image: image654.wmf]DHAD

^

,  
[image: image655.wmf]TKAD

^

. Так как 
[image: image656.wmf]BLTKCH

PP

 и 
[image: image657.wmf]BCAD

P

, то 
[image: image658.wmf]BCHL

=

, 
[image: image659.wmf]BLCHTK

==

. Так как 
[image: image660.wmf]1

OKAD

^

, 
[image: image661.wmf]1

OTBC

^

, то точки 
[image: image662.wmf]T

 и 
[image: image663.wmf]K

 – точки касания окружности с основаниями 
[image: image664.wmf]BC

 и 
[image: image665.wmf]AD

 соответственно, т.е. 
[image: image666.wmf]1

OK

 и 
[image: image667.wmf]1

OT

 – радиусы окружности. Таким образом, радиус первой окружности равен  
[image: image668.wmf]1

22

TKCH

OK

==

.
Найдем 
[image: image669.wmf]CH

. По свойству четырехугольника, описанного около окружности, суммы длин его противоположных сторон равны: 
[image: image670.wmf]2

ADBCABCDCD

+=+=

. Следовательно, 
[image: image671.wmf]5

CDAB

==

. Прямоугольные треугольники 
[image: image672.wmf]ABL

 и 
[image: image673.wmf]DCH

 равны (по гипотенузе и катету). Следовательно, 
[image: image674.wmf]3

2

ADLH

ALHD

-

===

. Из теоремы Пифагора для прямоугольного треугольника 
[image: image675.wmf]DCH

 получаем 
[image: image676.wmf]22

4

CHCDHD

=-=

. Следовательно, радиус первой окружности равен 
[image: image677.wmf]1

2

2

CH

OK

==

.
Найдем 
[image: image678.wmf]1

AO

. Точка 
[image: image679.wmf]1

O

 является точкой пересечения биссектрис внутренних углов трапеции. Так как трапеция 
[image: image680.wmf]ABCD

 равнобедренная, то 
[image: image681.wmf]BADCDA

Ð=Ð

. Следовательно, 
[image: image682.wmf]11

OADODA

Ð=Ð

 и треугольник 
[image: image683.wmf]1

AOD

 – равнобедренный. Так как 
[image: image684.wmf]1

OKAD

^

, то 
[image: image685.wmf]4

2

AD

AKKD

===

. По теореме Пифагора для прямоугольного треугольника 
[image: image686.wmf]1

AOK

 получаем 
[image: image687.wmf]22

11

25

AOAKOK

=+=

.
Проведем радиус 
[image: image688.wmf]2

OP

 в точку касания второй окружности с основанием 
[image: image689.wmf]AD

. Тогда 
[image: image690.wmf]2

OPAD

^

. Пусть 
[image: image691.wmf]2

OPx

=

. Центры окружностей 
[image: image692.wmf]1

O

, 
[image: image693.wmf]2

O

 и точка касания окружностей 
[image: image694.wmf]M

 лежат на одной прямой. При этом 
[image: image695.wmf]2112

OMOMOO

+=

, т.е. 
[image: image696.wmf]12

2

OOx

=+

 и 
[image: image697.wmf]2121

252

AOAOOOx

=-=--

. Из прямоугольного треугольника 
[image: image698.wmf]1

AOK

 найдем 
[image: image699.wmf]1

1

1

1

sin

5

OK

OAK

AO

Ð==

. С другой стороны, из прямоугольного 
[image: image700.wmf]2

AOP

V

 
[image: image701.wmf]2

1

2

sin

252

OP

x

OAK

AO

x

Ð==

--

. Получаем уравнение 
[image: image702.wmf]1

2525

x

x

=

--

. Решая его, находим 
[image: image703.wmf]35

x

=-

.







Ответ. 
[image: image704.wmf]35

-

.
Задачи для самостоятельного решения

1. На высоте CE, опущенной из вершины C прямоугольного треугольника ABC  на гипотенузу AB, как на диаметре построена окружность, которая пересекает катет BC в точке K. Найти площадь треугольника BKE, если длина катета  BC  равна a и величина угла BAC равна 
[image: image705.wmf]30

°

.

2. Четырехугольник 
[image: image706.wmf]KLMN

 вписан в окружность радиуса 
[image: image707.wmf]8

. Найти сторону 
[image: image708.wmf]MN

, если 
[image: image709.wmf]82

LM

=

, 
[image: image710.wmf]120

LKN

Ð=°

.
3. В трапеции 
[image: image711.wmf]KLMN

 (
[image: image712.wmf]||

KNLM

) сторона 
[image: image713.wmf]3

KN

=

, а угол 
[image: image714.wmf]M

 равен 
[image: image715.wmf]120

°

. Прямые 
[image: image716.wmf]MN

 и 
[image: image717.wmf]LM

 являются касательными к окружности, описанной около треугольника 
[image: image718.wmf]KLN

. Найти площадь треугольника 
[image: image719.wmf]KLN

.
4. Радиус окружности, описанной около треугольника 
[image: image720.wmf]ABC

 равен 
[image: image721.wmf]21

. Другая окружность радиуса 
[image: image722.wmf]3

 проходит через вершину 
[image: image723.wmf]A

 треугольника 
[image: image724.wmf]ABC

 и касается стороны 
[image: image725.wmf]BC

 в точке 
[image: image726.wmf]B

. Найти радиус окружности, проходящей через вершину 
[image: image727.wmf]A

 и касающейся стороны 
[image: image728.wmf]BC

 в точке 
[image: image729.wmf]C

.
5. Длина диагонали BE  выпуклого пятиугольника ABCDЕ  равна 
[image: image730.wmf]2

. Углы  BAE, CED, BCD и CDE равны соответственно 
[image: image731.wmf]135, 20, 105

°°°

 и 
[image: image732.wmf]100

°

.  Найти площадь круга, описанного около треугольника ABC.
6. В треугольнике ABC 
[image: image733.wmf]15,

A

Ð=°

 
[image: image734.wmf]105

B

Ð=°

. На стороне AB как на диаметре построена окружность, которая пересекает сторону AC и продолжение BC в точках D и E. Определить площадь треугольника ABC , если DE = 4.
7. Биссектрисы внутренних углов остроугольного треугольника продолжены до точек пересечения с описанной около него окружностью, отличных от вершин исходного треугольника. В результате соединения этих точек получился новый треугольник. Известно, что две стороны исходного треугольника равны 10 см и 
[image: image735.wmf]53

 см, а угол между ними равен 
[image: image736.wmf]30

°

. Найти площадь нового треугольника.

8. Равнобедренная трапеция вписана в окружность так, что центр окружности принадлежит одному из оснований. Найти площадь трапеции, если ее высота равна 8, а большее основание равно 20. 
9. В круг вписана трапеция с основаниями, равными 1 см и 7 см, и боковой стороной, равной 5 см. Найти площадь круга.
10. Катеты прямоугольного треугольника относятся как 
[image: image737.wmf]4:3

. Высота, опущенная из вершины прямого угла, равна 24 см. Определить радиус описанной окружности.

11. Площадь равнобочной трапеции равна 
[image: image738.wmf]503

, острые углы трапеции равны 
[image: image739.wmf]60

°

. Найти периметр трапеции, если известно, что в трапецию можно вписать круг.

12. В параллелограмме 
[image: image740.wmf]ABCD

  
[image: image741.wmf]5

AB

=

, 
[image: image742.wmf]8

BC

=

 
[image: image743.wmf]4

arccos

5

C

Ð=

. Найти радиус окружности, касающейся стороны 
[image: image744.wmf]BC

,  продолжения стороны 
[image: image745.wmf]CD

 и продолжения диагонали 
[image: image746.wmf]BD

.
13. В трапецию 
[image: image747.wmf]ABCD

 (
[image: image748.wmf]||

BCAD

) вписана окружность с центром в точке 
[image: image749.wmf]O

, касающаяся сторон 
[image: image750.wmf]AB

, 
[image: image751.wmf]BC

 и 
[image: image752.wmf]CD

 в точках 
[image: image753.wmf]K

, 
[image: image754.wmf]T

, 
[image: image755.wmf]E

 соответственно. Отношение градусных мер углов 
[image: image756.wmf]AOK

, 
[image: image757.wmf]BOT

 и 
[image: image758.wmf]COE

 равно 
[image: image759.wmf]4:2:3

. Найти расстояние от точки 
[image: image760.wmf]A

 до точки пересечения прямых 
[image: image761.wmf]DO

 и 
[image: image762.wmf]AB

, если 
[image: image763.wmf]4

TB

=

 см.

14. Площадь равнобочной трапеции, в которую вписан круг, равна 10. Высота трапеции в два раза меньше ее боковой стороны. Найти площадь вписанного круга.

15. Боковые ребра трапеции, описанной около круга, равны 
[image: image764.wmf]5

 и 
[image: image765.wmf]42

. Определить радиус круга, если известно, что одно из оснований трапеции равно 
[image: image766.wmf]221

-

. 

16. В треугольнике 
[image: image767.wmf]ABC

  
[image: image768.wmf].

ABBC

=

  Окружность с центром в точке 
[image: image769.wmf]O

 (О – середина отрезка 
[image: image770.wmf]AC

) касается сторон 
[image: image771.wmf]AB

 и 
[image: image772.wmf]BC

 в точках 
[image: image773.wmf]M

 и 
[image: image774.wmf]N

. Найти длину отрезка 
[image: image775.wmf],

MN

 если 
[image: image776.wmf]3,

AO

=

 а 
[image: image777.wmf]4.

BO

=


17. В треугольнике 
[image: image778.wmf]ABC

 проведена медиана 
[image: image779.wmf]BD

, 
[image: image780.wmf]135

ABC

Ð=°

. Окружность, описанная около треугольника 
[image: image781.wmf]BCD

, касается прямой 
[image: image782.wmf]AB

, ее радиус равен 2. Найти площадь треугольника 
[image: image783.wmf]ABC

.
18. Около прямоугольного треугольника 
[image: image784.wmf]ABC

 (угол 
[image: image785.wmf]B

 – прямой) описана окружность. На продолжении стороны 
[image: image786.wmf]BC

 за вершину 
[image: image787.wmf]B

 взята точка 
[image: image788.wmf]D

 так, что 
[image: image789.wmf]2

BD

=

 см. Отрезок  
[image: image790.wmf]AD

, равный 
[image: image791.wmf]4

см, пересекает окружность в точке 
[image: image792.wmf]K

. Найти радиус окружности, если известно, что 
[image: image793.wmf]1

AK

=

см.
19. На плоскости между двумя концентрическими окружностями радиусов 
[image: image794.wmf]r

и 
[image: image795.wmf]R

 вписаны шесть кругов так, что они попарно касаются друг друга и каждый из них касается обеих концентрических окружностей. Найти отношение 
[image: image796.wmf]/

Rr

.

20. Сторона квадрата 
[image: image797.wmf]ABCD

 равна 
[image: image798.wmf].

a

 Точка 
[image: image799.wmf]M

-

 середина стороны 
[image: image800.wmf].

BC

 На отрезке 
[image: image801.wmf],

BM

 как на диаметре, построена окружность 
[image: image802.wmf].

W

 Найти радиус окружности, расположенной внутри квадрата, касающейся сторон 
[image: image803.wmf],

BC

 
[image: image804.wmf]CD

 и окружности 
[image: image805.wmf].

W

.

21. Две окружности касаются внутренним образом. Прямая 
[image: image806.wmf]l

 пересекает большую окружность в точках 
[image: image807.wmf]P

 и 
[image: image808.wmf]Q

 и касается меньшей окружности в точке 
[image: image809.wmf]R

. Найти радиус меньшей окружности, если известно, что 
[image: image810.wmf]44

PR

=

, 
[image: image811.wmf]4

RQ

=

, а радиус большей окружности равен 
[image: image812.wmf]40

.
22. В прямоугольную трапецию с высотой, равной 
[image: image813.wmf]12

, и средней линией, равной 
[image: image814.wmf]12,5

, вписана окружность. Другая окружность касается данной и сторон трапеции, образующих тупой угол. Найти радиус этой окружности.

Ответы. 1. 
[image: image815.wmf]2

3

32

a

. 2. 
[image: image816.wmf](
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+

. 3. 
[image: image817.wmf]33

4

. 4. 
[image: image818.wmf]7

. 5. 
[image: image819.wmf]p

. 6. 
[image: image820.wmf]16

3

. 7. 
[image: image821.wmf](
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[image: image822.wmf]2
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. 10. 50 см. 11. 
[image: image823.wmf]40

. 12. 3. 13. 
[image: image824.wmf]83

 см. 14. 
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4

p

. 15. 2. 16. 
[image: image826.wmf]3,84

. 17. 
[image: image827.wmf]223

+

. 18. 
[image: image828.wmf]7

 см. 19. 
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. 20. 
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1

2

a

æö

-

ç÷

ç÷

èø

. 21. 11; 
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. 22. 
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-
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