
МАТЕМАТИКА ЕГЭ 2010
Задания  С4 
Корянов А. Г.                             г. Брянск
Замечания и пожелания направляйте по адресу:
akoryanov@mail.ru
Многовариантные задачи 

по планиметрии
1. Взаимное расположение элементов фигуры: 
а) выбор линейного элемента; 
б)  выбор углового элемента;
в) выбор отношения отрезков, площадей фигур.
2. Взаимное расположение двух фигур:
а) точки и прямой (расположение точки на прямой или в одной из полуплоскостей);

б) точки и двух параллельных прямых;

в) точки и отрезка, лежащих на одной прямой (или трех точек, лежащих на одной прямой);
г) точки и окружности;

д) точки и многоугольника;

е) вписанный угол, опирающийся на хорду (вид угла – острый, прямой или тупой);

ж) треугольник, вписанный в окружность (расположение центра окружности относительно треугольника);

з) трапеция, вписанная в окружность (расположение центра окружности относительно трапеции);
и) касающиеся окружности (внутреннее или внешнее касание);
к) непересекающиеся окружности и касательные (внутренние или внешние);

л) пересекающиеся окружности (расположение центров окружностей относительно их общей хорды)
Выбор средней линии треугольника

Пример 1. Площадь треугольника ABC равна 4. 
● Прямая, параллельная стороне треугольника, отсекает от него треугольник, подобный данному.
( Медиана делит треугольник на два равновеликих треугольника.
Решение. 1) Отрезок DE  параллелен отрезку АВ. Треугольники  EDC  и  АВС подобны. Тогда 
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2) Отрезок DE  параллелен отрезку ВС. Так как CD – медиана треугольника АВС, то 
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 DЕ – медиана треугольника АDС, поэтому 
[image: image4.wmf].

1

2

2

1

2

1

=

×

=

=

ADC

CDE

S

S


[image: image5.png]@afin Toda M OKPyXHOCTo OBbeKTol Mpeofpasoearyts PeaskTop Mawiepenna Kwomkn Bua A AonomTensro  Crpaska

A

py b,




3) Отрезок DE  параллелен отрезку АС (рассмотрите самостоятельно).
Ответ: 1.

Выбор оснований трапеции 

Пример 2. (2010) Диагонали  АС  и  BD  трапеции ABCD  пересекаются в точке  Е. Найдите площадь трапеции, если площадь треугольника  AED  равна 9, а точка  Е делит одну из диагоналей в отношении 1:3.
● Трапеция разбивается диагоналями на два равновеликих треугольника (примыкающих к боковым сторонам) и два подобных треугольника (примыкающих к основаниям). (докажите)
( Если у двух треугольников равны высоты, то их площади относятся как основания. (докажите)
Решение. Пусть точка Е делит диагональ в отношении 1:3, считая от вершины верхнего основания.
1) Рассмотрим трапецию с основаниями  ВС  и  AD. Треугольники  АED  и  СЕВ  подобны (по двум углам), причем коэффициент подобия равен 
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Значит, 
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 Треугольники  АВE   и  ВЕС имеют общую высоту, поэтому  
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 Искомая площадь равна 
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Остальные случаи выбора оснований трапеции рассмотрите самостоятельно.
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Замечание. В задаче кроме неопределенности в выборе оснований трапеции имеется неопределенность в выборе отношения.  Рассмотрите самостоятельно случаи, когда точка Е делит диагональ в отношении 1:3, считая от вершины нижнего основания. Как это отразится на рисунке?
Ответ: 16; 48; 144.

Выбор отношения отрезков, площадей

Пример 3. (2010) Основания трапеции равны  a  и  b. Прямая, параллельная  основаниям, разбивает трапецию на две трапеции, площади которых  относятся как 2:3. Найдите длину отрезка этой прямой, заключенного внутри трапеции.
Первое решение. Обозначим искомый отрезок  EF  через  х.
1) Пусть площади трапеций DCFE  и ABFE  относятся как 2:3.
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 -  высоты этих трапеций.

Через точку  F  проведем отрезок  РН  параллельно  AD. Тогда треугольники  PBF  и  HCF  подобны (докажите) и  
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 EMBED Equation.3 [image: image20.wmf].
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Используем соотношение (*):


[image: image21.wmf].

)

(

3

)

(

2

x

b

x

a

x

a

b

x

+

+

=

-

-


Решая полученное уравнение относительно переменной  х, получаем  
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 EMBED Equation.3 [image: image24.wmf].
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Второе решение. Обозначим 
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Достроим трапецию ABCD до треугольника АВН  и обозначим  
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Так как треугольники  АВН  и  DCH  подобны (докажите), то имеем 
[image: image31.wmf],

2

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

b

a

S

S

DCH

ABH


или 
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Так как треугольники  EFН  и  DCH  подобны (докажите), то имеем 
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Из соотношений (*)  и  (**) имеем 
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Далее  
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Теперь разделим одно равенство на другое
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С учетом соотношения  
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 получаем уравнение относительно переменной  х: 
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2) Случай, когда площади трапеций  ABFE  и DCFE   относятся как 2:3, рассмотрите самостоятельно. В этом случае  площади трапеций DCFE  и ABFE  относятся как 3:2.
Ответ: 
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Выбор угла треугольника 

Пример 4. Площадь треугольника равна 12. Две его стороны равны 6 и 8. Найдите угол между этими сторонами.
Решение. Используя формулу  
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Ответ: 
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Пример 5. (2010) Треугольник  ABC  вписан в окружность радиуса 12. Известно, что АВ = 6 и 
ВС = 4. Найдите АС.
Первое решение. Используя обобщенную теорему синусов, найдем 
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Так как 
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то  
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1) Если треугольник  АВС – остроугольный, то
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Воспользуемся формулой сложения
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Далее находим искомую величину 
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2) Пусть угол  С – тупой, тогда
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3) Случай, когда угол  А – тупой, невозможен (почему?).
Второе решение. Используем теорему косинусов 
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 и следствие из теоремы синусов 
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Ответ: 
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Выбор угла параллелограмма
Пример 6. (2010) В параллелограмме  ABCD  известны стороны  
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  Найдите расстояние между центрами окружностей, описанных около треугольников  BCD   и   DAB. 
Решение. Диагональ  BD разбивает параллелограмм на два равных треугольника  BCD   и   DAB. Поэтому по разные стороны от прямой BD расположены центры  О  и  Q  описанных около них окружностей, лежащие на серединном перпендикуляре  OQ  к их общей стороне  BD. Следовательно, 
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1)  Пусть  
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 тогда центр О лежит внутри треугольника DAB. Получаем  
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 Из треугольника  ВОМ  находим  
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BD находим из треугольника DAB:
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Следовательно, 
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2)  Пусть  
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3)  Пусть  
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 тогда центр О лежит вне треугольника DAB. Получаем угол, опирающийся на большую дугу 
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 Из треугольника  ВОМ  находим  
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Тогда  
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BD находим из треугольника DAB:
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Следовательно, 
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Ответ: 
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в общем виде 
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Выбор угла трапеции
Пример 7. (2010) Дана трапеция  ABCD  с боковыми сторонами  АВ = 36, CD = 34  и верхним основанием 
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 Найдите  BD.

Решение. 1) Проведем  СЕ  параллельно  АВ. Тогда  АВСЕ – параллелограмм. 
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2) Обозначим  ED  через  х. В треугольнике  DEC  используем теорему косинусов.
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Отсюда  
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3) В треугольнике  АВD  используем теорему косинусов.

Если  
[image: image109.wmf],
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[image: image112.wmf].
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В этом случае угол  D – острый. (докажите)
Если  
[image: image113.wmf],
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20

=

AD

 


[image: image115.wmf];
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[image: image116.wmf].
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В этом случае угол  D – тупой. (докажите)
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Ответ: 36 или 
[image: image119.wmf].
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Вид угла (острый, прямой, тупой)

Пример 8. (2010) Трапеция  ABCD  с основаниями  AD  и  ВС  вписана в окружность с центром  О. Найдите высоту трапеции, если ее средняя линия равна 3 и 
[image: image120.wmf].
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● Проекция боковой стороны равнобедренной трапеции на большее основание равна полуразности оснований, а проекция диагонали — полусумме оснований (средней линии). (докажите)
( Вписанный угол измеряется половиной дуги, на которую он опирается.
Решение. Пусть 
[image: image122.wmf].
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 Проведем высоту  ВН  и диагональ  BD. Отрезок  НD  равен средней линии. Так как вписанный угол BDА в два раза меньше центрального угла  АОВ, то 
[image: image123.wmf].
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 Из прямоугольного треугольника ВНD найдем высоту  
[image: image124.wmf].
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 Используем формулу тангенса половинного угла  
[image: image125.wmf].
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1) Рассмотрим случай, когда 
[image: image127.wmf]a
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 – острый. Находим  
[image: image128.wmf]5
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2) Второй случай, когда 
[image: image131.wmf]a
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 – тупой, рассмотрите самостоятельно.

3) Почему не рассматривается случай, когда 
[image: image132.wmf]?
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Ответ: 9 или 1.

Взаимное расположение точки и отрезка, 

лежащие на одной прямой

Пример 9. (2010) В прямоугольнике  ABCD  
[image: image133.wmf]2
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AB

, 
[image: image134.wmf].
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 Точка  Е  на прямой  АВ  выбрана так, что 
[image: image135.wmf].
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 Найдите  АЕ. 

Решение. По свойству параллельных прямых 
[image: image137.wmf].
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 Следовательно, треугольник DEC равнобедренный, и 
[image: image138.wmf].
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Получим прямоугольный треугольник ВЕС с гипотенузой 
[image: image139.wmf]2

=

EC

 и катетом 
[image: image140.wmf].
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 По теореме Пифагора 
[image: image141.wmf].
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1) Если точка Е  лежит между А  и  В (точка Е1 на рисунке), то 
[image: image142.wmf].

1

=

AE


2) Если точка В  лежит между А  и  Е (точка Е2 на рисунке), то 
[image: image143.wmf].
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3) Случай, когда точка А  лежит между В  и  Е, невозможен (почему?).
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Ответ: 1  или  3.

Пример 10. (2010) Через середину стороны  AB  квадрата ABCD  проведена прямая, пересекающая прямые  CD  и  AD  в точках  М  и  Т  соответственно и образующая с прямой  АВ угол  α,  
[image: image145.wmf].
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 Найдите площадь треугольника  ВМТ, если сторона квадрата ABCD  равна 4. 
Решение. 1) Прямая, проходящая через середину  Е стороны  АВ, пересекает отрезок CD и продолжение отрезка AD за точку  D.
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2) Прямая, проходящая через середину  Е стороны  АВ, пересекает отрезок CD и продолжение отрезка AD за точку  А.
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[image: image151.wmf].
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Почему следующие случаи невозможны? 

3) Прямая, проходящая через середину  Е стороны  АВ, пересекает продолжение отрезка CD за точку D и отрезок AD.

4) Прямая, проходящая через середину  Е стороны  АВ, пересекает продолжение отрезка CD за точку С  и отрезок ВС.

Предполагаемые критерии:
	Содержание критерия
	Баллы

	Рассмотрены все возможные геометрические конфигурации, и получен правильный ответ.
	3

	Рассмотрена хотя бы одна возможная конфигурация, в которой получено правильное значение искомой величины.  
	2

	Рассмотрена хотя бы одна возможная конфигурация, в которой получено значение искомой величины, неправильное из-за арифметической ошибки.  
	1

	Решение не соответствует ни одному из критериев, перечисленных выше.
	0


Ответ: 2 или 10.

Взаимное расположение точки и окружности

Пример 11. (2010) Дана окружность и точка М. Точки А  и  В  лежат на окружности, причем А – ближайшая к М  точка окружности, а В – наиболее удаленная от М  точка окружности. Найдите радиус окружности, если МА = a  и  МВ = b.
Решение. Точку можно рассматривать в качестве центра окружности нулевого радиуса. Поэтому ближайшая и удаленная точки лежат на линии центров.

1) Пусть точка М  расположена внутри круга, ограниченного окружностью. Тогда радиус окружности равен 
[image: image153.wmf].
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2) Если точка М  расположена вне круга, то радиус окружности равен 
[image: image154.wmf].
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3) Рассмотрите самостоятельно случай, когда точка  М  расположена на окружности. Будут ли выполняться полученные формулы?
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Ответ:  
[image: image156.wmf]2
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b
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  или   .
Расположение вершины вписанного угла 

относительно хорды
Пример 12.  Радиус окружности равен 1. Найдите величину вписанного угла, опирающегося на хорду, равную 
[image: image160.wmf]2

. Ответ дайте в градусах.
Решение. Воспользуемся формулой 
[image: image161.wmf].
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Ответ: 
[image: image166.wmf]o
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или 
[image: image167.wmf].
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Расположение центра окружности 

относительно параллельных хорд 

Пример 13.  Две параллельные хорды окружности, радиус которой 25, имеют длину 14 и 40. Найдите расстояние между этими хордами.

Решение. 1) Хорды расположены по разные стороны  от центра окружности. Так как диаметр, перпендикулярный хорде, делит эту хорду пополам, то 
[image: image168.wmf],
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[image: image169.wmf].

20

=

=

ED

AE


Из прямоугольных треугольников  BOF   и  AOE  находим  
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[image: image171.wmf].
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Длина искомого отрезка равна 
[image: image172.wmf].
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2) Хорды расположены по одну сторону от центра окружности (рассмотрите самостоятельно).
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Ответ: 9 или 39.

Расположение центра описанной окружности относительно треугольника
Пример 14. (2010) Около треугольника  ABC описана окружность с центром  О, угол  АОС равен 60°. В треугольник  ABC  вписана окружность с центром  М. Найдите угол  АМС.
Решение. В равнобедренном треугольнике АВС  (ОС = ОА =R) угол при вершине равен 
[image: image175.wmf].
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 Следовательно, треугольник АВС - равносторонний  и АС = R. 
Используя следствие обобщенной теоремы синусов, получаем 
[image: image176.wmf],
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[image: image178.wmf].
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 Отсюда  
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1) Пусть 
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Центр вписанной окружности М, лежит на пересечении биссектрис, значит 
[image: image183.wmf].
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Тогда  
[image: image184.wmf].
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2) Случай, когда 
[image: image186.wmf],
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 рассмотрите самостоятельно. 
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Ответ: 
[image: image188.wmf]o

165

 или 
[image: image189.wmf].
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Расположение центра описанной окружности относительно трапеции

Пример 15. (2010) Трапеция с основаниями 14 и 40 вписана в окружность радиуса 25. Найдите высоту трапеции.
● Трапеция вписана в некоторую окружность тогда и только тогда, когда она является равнобедренной.

Решение. Трапеция вписана в окружность, поэтому она равнобедренная. Центр O описанной окружности лежит на пересечении серединных перпендикуляров к сторонам трапеции.
1). Пусть центр окружности лежит внутри трапеции. Далее см. пример 13.
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2). Центр окружности лежит вне трапеции.
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Ответ: 39  или  9.

Пример 16.  (2010) Около трапеции  ABCD  описана окружность радиуса 6 с центром на основании  AD. Найдите площадь трапеции, если основание  ВС  равно 4.
Решение. Центр O описанной окружности лежит на основании  AD, значит,  
[image: image192.wmf].
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 ОН – высота и медиана в равнобедренном треугольнике  ВОС. Получаем  
СН = 4 : 2 = 2 и из прямоугольного треугольника  ОНС  высоту трапеции  
[image: image193.wmf].
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Площадь трапеции равна  
[image: image194.wmf].
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Ответ: 
[image: image196.wmf].
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Расположение центра окружности 

относительно касательной 
Пример 17. (2010) Дан параллелограмм  ABCD,  АВ = 2, ВС = 3, 
[image: image197.wmf].
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 Окружность с центром в точке  О  касается биссектрисы угла  D  и двух сторон параллелограмма, исходящих из вершины одного его острого угла. Найдите площадь четырехугольника  ABOD.
( При проведении биссектрисы угла параллелограмма образуется равнобедренный треугольник. (докажите)
Решение. 1) Окружность вписана в угол с вершиной  А.

Треугольник  ADF – равнобедренный. Так как  
[image: image199.wmf],
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 то треугольник  ADF – равносторонний со стороной 3. Радиус вписанной окружности равен  
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Находим площадь  
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[image: image202.wmf].
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2) Окружность вписана в угол с вершиной  С (рассмотрите самостоятельно). 
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Ответ: 
[image: image205.wmf].
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Вписанная или вневписанная 

окружность
Пример 18. (2010) Прямая отсекает от сторон прямого угла отрезки 3  и  4. Найдите радиус окружности, касающейся этой прямой и сторон угла.
● Радиус окружности, вписанной в прямоугольный треугольник  равен
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[image: image207.wmf](
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● Радиус вневписанной окружности, касающейся гипотенузы прямоугольного треугольника, равен полупериметру этого треугольника. (докажите)
Решение. 1) Окружность вписана в треугольник.

Пусть  r – радиус вписанной окружности. Так как FOGC – квадрат и отрезки касательных, проведенных из одной точки к окружности, равны, то 
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[image: image209.wmf].
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Отсюда  
[image: image211.wmf].
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Второе решение. Используем метод площадей. 
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[image: image213.wmf].
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Отсюда  
[image: image214.wmf].
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2) Случай (окружность является вневписанной для треугольника АВС) рассмотрите самостоятельно (два способа).
Ответ: 1 или 6.
Пример 19. (2010) Дана трапеция  ABCD, основания которой  ВС = 44,  AD = 100,  AB = CD = 35. Окружность, касающаяся прямых  AD  и  AC, касается стороны  CD  в точке  K. Найдите длину отрезка  CK.

● Проекция боковой стороны равнобедренной трапеции на большее основание равна полуразности оснований, а проекция диагонали — полусумме оснований (средней линии). (докажите)
● Пусть окружность вписана в треугольник ABC. Тогда расстояние от вершины A до точки касания окружности со стороной  AB равно 

[image: image216.wmf]2
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  (докажите)

●  Пусть окружность касается стороны BC треугольника ABC и продолжений сторон AB и AC. Тогда расстояние от вершины A до точки касания окружности с прямой AB равно полупериметру треугольника  ABC. (докажите)

Решение. Опустим из вершин  В  и  С трапеции на сторону  AD  перпендикуляры  BE  и  CF соответственно. Тогда  
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Далее вычисляем 
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1) Окружность вписана в треугольник  ACD.

Получаем  
[image: image221.wmf].
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2) Случай (окружность является вневписанной для треугольника ACD) рассмотрите самостоятельно. 
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Ответ: 5 или 30.

Расположение точки касания 

на прямой
Пример 20. (2010) На стороне  ВА  угла  ABC, равного 30°, взята такая точка  D, что AD = 2  и  BD = 1. Найдите радиус окружности, проходящей через точки  А, D и касающейся прямой  ВС.
Решение. Центр искомой окружности лежит на пересечении серединного перпендикуляра к отрезку  AD  с перпендикуляром к прямой  ВС, проходящим через точку касания. Для точки касания  Х искомой окружности с прямой ВС по теореме о касательной и секущей имеем
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откуда 
[image: image225.wmf].
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1) Точка касания лежит на луче ВС. 

В прямоугольном треугольнике ОВЕ 
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Тогда центр окружности совпадает с серединой О отрезка  AD  и точка  Х  совпадает с точкой Е.
Искомый радиус окружности равен 1.
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2) Точка касания лежит на продолжении луча ВС  за точку В (рассмотрите самостоятельно).
Предполагаемые критерии:
	Содержание критерия
	Баллы

	В представленном решении верно найдены радиусы обеих окружностей.
	3

	Рассмотрены оба случая расположения окружности, но верно найден радиус только в одном из них.  
	2

	Рассмотрен только один случай расположения окружности и верно найден ее радиус.
	1

	Решение не соответствует ни одному из критериев, перечисленных выше.
	0


Ответ: 1 или 7.
Внешняя или внутренняя касательная

непересекающихся окружностей

Пример 21.  (2010) Прямая касается окружностей радиусов  R  и  r  в точках  А  и  В. Известно, что расстояние между центрами равно  a, причем  
[image: image231.wmf]R
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  и 
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a

R

r

<

+

Найдите  АВ. 

Решение. Пусть О1 – центр окружности радиуса R, О2 – центр окружности радиуса  r,  А и  В  соответственно – точки касания окружностей с их общей внешней касательной, Р – основание перпендикуляра, опущенного из О2 на О1А.
Из прямоугольного треугольника О1О2Р находим, что 
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а так как 
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Второй случай (внутренняя касательная) рассмотрите самостоятельно.
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Ответ:  
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Касающиеся окружности

(внешнее или внутреннее касание)
Пример 22. (2010) Окружности 
[image: image241.wmf]1
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 и  радиусов  R  и  r  
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  соответственно касаются в точке  А. Через точку  В, лежащую на окружности  
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, проведена прямая, касающаяся окружности 
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 в точке  М. Найдите  ВМ, если известно, что  
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Первое решение. 1) Окружности касаются внешним образом. Пусть 
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- центры окружностей 
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 соответственно, а   
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Применим теорему косинусов для треугольника 
[image: image255.wmf]AB
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 Отсюда получим  
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Теперь используем теорему косинусов для треугольника 
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  или  . Подставим
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  и получим  
Из прямоугольного треугольника 
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  , используя теорему Пифагора, находим  
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 Отсюда   
Второе решение.
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Продолжим АВ до пересечения с окружностью 
[image: image283.wmf]2
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 в точке Е. Треугольники  
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 равнобедренные и подобные, так как  
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Следовательно,  
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По теореме о секущей и касательной имеем  
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2) Окружности касаются внутренним образом (рассмотрите самостоятельно).
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Ответ: 
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Пример 23. (2010) Вершина равнобедренного треугольника с боковой стороной  5  и основанием  8 служит центром данной окружности радиуса 2. Найдите радиус окружности, касающейся данной и проходящей через концы основания треугольника. 
Решение. Пусть  D – середина основания  АС  данного треугольника  АВС. Обозначим через Е и  F  точки пересечения прямой  BD и окружности с центром в точке  В и радиусом 2. Тогда 
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Из треугольников  АDЕ  и  АDF  найдем 
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 соответственно. Площади  
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1) Искомая окружность описана вокруг треугольника  АЕС. Найдем ее радиус 
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2) Искомая окружность описана вокруг треугольника  АFС. Найдем ее радиус 
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Ответ:  
[image: image307.wmf]2
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  или  
[image: image308.wmf].
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Пример 24. (2010) Дана окружность радиуса 2 с центром О. Хорда  АВ  пересекает радиус  ОС  в точке  D, причем  
[image: image309.wmf].
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 Найдите радиус окружности, вписанной в угол ADC  и касающейся дуги  АС, если  
Решение. 1) Рассмотрим внутреннее касание окружностей. Пусть радиус искомой окружности с центром  
[image: image313.wmf]1
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 равен  r. Е – точка касания этой окружности с радиусом  ОС. В прямоугольном треугольнике 
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 - биссектриса  угла  ADC). 
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Используем теорему о секущей и касательной.
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Откуда один положительный корень 
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2) Случай внешнего касания окружностей рассмотрите самостоятельно. Искомая окружность касается продолжений сторон  DC  и  DA  и данной окружности.
Ответ: 
[image: image323.wmf]9
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Расположение центров 

пересекающихся окружностей 

относительно их общей хорды

Пример 25. (2010) Окружности радиусов 10 и 17 пересекаются в точках  А  и  В. Найдите расстояние между центрами окружностей, если  
АВ = 16.

Решение. 1) Центры окружностей лежат по разные стороны от их общей хорды АВ. 
Линия центров  
[image: image326.wmf]2
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 перпендикулярна хорде  АВ и делит ее в точке пересечения  С  пополам.  

Из прямоугольных треугольников  
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Искомое расстояние между центрами равно 
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2) Центры окружностей лежат по одну сторону от хорды АВ (рассмотрите самостоятельно). 
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Ответ: 21 или 9.

Пример 26. (2010) Окружности с центрами  
[image: image334.wmf]1
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  и 
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 пересекаются  в точках  А  и  В. Известно, что 
[image: image336.wmf]o

90

1

=

Ð

B

AO

,  
[image: image337.wmf]o

60

2

=

Ð

B

AO

, 
[image: image338.wmf]a

O

O

=

2

1

. Найдите  радиусы окружностей. 
( Линия центров двух пересекающихся окружностей перпендикулярна их общей хорде и делит ее пополам. (докажите)

Решение. 1) Центры окружностей лежат по разные стороны от их общей хорды АВ. 

Так как треугольники 
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 равнобедренные, то линия центров является биссектрисой углов  
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Пусть  
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 Для треугольника  
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Далее имеем  
[image: image352.wmf]C

O

C

O

O

O

2

1

2

1

+

=

  или  
[image: image353.wmf].

3

x

x

a

+

=

 Отсюда находим  
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2) Центры окружностей лежат по одну сторону от хорды АВ (рассмотрите самостоятельно).
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Ответ: 
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   или 
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[image: image362.wmf]1
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Окружность, касающаяся одной из двух дуг другой окружности

Пример 27. (2010) Точка  О – центр окружности радиуса 2. На продолжении радиуса  ОМ  взята точка  А. Через точку  А  проведена прямая, касающаяся окружности в точке  К. Известно, что  
[image: image363.wmf]o
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Ð

OAK

. Найдите радиус окружности, вписанной в угол  ОАК  и касающейся  данной окружности внешним образом.

(  Отрезок общей внешней касательной к двум касающимся окружностям радиусов  r  и  R  равен 
[image: image364.wmf]r

R

2

. (докажите)
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Решение. Центр 
[image: image366.wmf]1
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 искомой окружности лежит на биссектрисе угла А, поэтому 
[image: image367.wmf].
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[image: image368.wmf]1
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 - точка касания этой окружности с прямой АК. Из треугольника 
[image: image369.wmf]1
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 где  r – радиус искомой окружности.
Из треугольника 
[image: image371.wmf]OAK

 находим  
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Отрезок внешней касательной окружностей с центрами  О  и  
[image: image373.wmf]1
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 равен 
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Получаем  
[image: image375.wmf],

1

1

K

K

AK

AK

+

=



[image: image376.wmf].
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Решаем квадратное уравнение 
[image: image377.wmf],
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 где   
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Получаем единственный положительный корень  
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Еще один случай расположения окружностей рассмотрите самостоятельно.
Ответ: 
[image: image382.wmf].
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Тематические задачи

Медианы треугольника
Пример 28. (2010) Найдите площадь треугольника  ABC, если  АС = 3, ВС = 4, а медианы, проведенные из вершин  А  и В, перпендикулярны.
( Каждая медиана делится точкой пересечения в отношении 2:1, считая от вершины.
( Три медианы делят треугольник на шесть равновеликих треугольников. (докажите)
Решение. Пусть медианы ВD и  АE пересекаются в точке  О. Обозначим  ОЕ = х,  OD = у. Тогда по свойству медиан треугольника  АO = 2х, ВO = 2у и из прямоугольных треугольников ВOЕ  и АОD получим уравнения 
[image: image383.wmf]4
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 и 
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Решая полученную систему, получаем 
[image: image385.wmf]3

1

=

x

 и  
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Далее находим
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Ответ: 
[image: image390.wmf].
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Биссектрисы треугольника
Пример 29. (2010) В треугольнике  ABC  проведены биссектрисы  AD  и  СЕ. Найдите длину отрезка  DE, если  АС = 6, АЕ = 2, CD = 3. 

( Биссектриса делит сторону треугольника на части, пропорциональные длинам прилежащих сторон.
Решение. Обозначим  BD = x,  BE = y. По свойству биссектрисы получаем  
[image: image392.wmf]AC
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 и 
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 или  
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Из решения системы 


[image: image396.wmf]î
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находим  х = 1,8  и  у = 1,6. Тогда  ВС = 4,8  и 

АВ = 3,6.
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Так как 
[image: image398.wmf],
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 то по теореме, обратной теореме Пифагора, имеем  
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Тогда  
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Ответ: 
[image: image401.wmf].
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Метод площадей

Пример 30. (2010) Медиана  ВМ  треугольника  АВС  равна его высоте  АН. Найдите угол  МВС.

Решение. Пусть 
[image: image403.wmf].
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 Найдем площадь треугольника АВС  двумя способами. Так как медиана ВМ треугольника АВС разбивает его на два равновеликих треугольника, то 
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С другой стороны, 
[image: image405.wmf].
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 Учитывая, что 
[image: image406.wmf],
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 приравняем площади 
[image: image407.wmf].
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 Получаем, что 
[image: image408.wmf].
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[image: image409.wmf]o
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Ответ: 
[image: image413.wmf]o
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[image: image414.wmf]o
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Отношение отрезков и площадей

Пример 31. (2010) В треугольнике  ABC  на стороне  ВС  выбрана точка  D  так, что 
[image: image415.wmf]2
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DC

BD

. Медиана  СЕ  пересекает отрезок  AD  в точке  F. Какую часть площади треугольника  АВС  составляет площадь треугольника  AEF? 

( Медиана делит треугольник на два равновеликих треугольника. (докажите)

( Параллельные прямые отсекают на сторонах угла (на двух прямых) пропорциональные отрезки (обобщенная теорема Фалеса).
Решение. Возьмем точку  G на  АВ  так, что 
[image: image416.wmf].
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 Пусть  
[image: image417.wmf].
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В треугольнике  ВСЕ  используем теорему Фалеса: 
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 Тогда  
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В треугольнике  ADG  используем теорему Фалеса:

[image: image421.wmf].
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Для треугольников  ABD  и  ACD, имеющих общую высоту, получаем 
[image: image422.wmf]3
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и  
[image: image423.wmf].
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Для треугольников  AFE  и  ADG, имеющих общий угол, получаем  
[image: image424.wmf].
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[image: image425.wmf].
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Ответ: 0,1.
Пример 32. (2010) На сторонах выпуклого четырехугольника  ABCD, площадь которого равна единице, взяты точки 
[image: image427.wmf]AB
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  и 
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. При этом  
[image: image433.wmf],

2

=

KB

AK

  
[image: image434.wmf],
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 Найдите площадь шестиугольника  AKLCMN.
( Отношение площадей треугольников, имеющих общий угол, равно отношению произведению сторон этого угла. (докажите)
Решение. Отношение площадей треугольников KBL  и  АВС  

равно 
[image: image440.wmf].
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Отношение площадей треугольников MND  и  АDС  

равно 
[image: image441.wmf].
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Значит, сумма площадей треугольников  KBL  и  MND составляет  
[image: image442.wmf]12
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от площади данного четырехугольника, а площадь шестиугольника составляет  
[image: image443.wmf]12
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Ответ: 
[image: image446.wmf]12
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Пример 33. (2010) В треугольнике  ABC, площадь которого равна  S,  биссектриса  СЕ  и медиана BD  пересекаются в точке  F. Найдите площадь четырехугольника  ADFЕ, если ВС = а, АС = b.
( Медиана делит треугольник на два равновеликих треугольника. (докажите)
( Если у двух треугольников равны высоты, то их площади относятся как основания. (докажите)
Решение. 1) По свойству биссектрисы  СЕ имеем 
[image: image447.wmf].
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 Тогда для треугольников АСЕ и АВС с общей высотой (можно провести из вершины С) получаем  
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 Отсюда  
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2) Так как  BD – медиана, то 
[image: image450.wmf].
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3) CF – биссектриса в треугольнике BDC, поэтому 
[image: image451.wmf].
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Для треугольников CDF  и ВСD  с общей высотой (можно провести из вершины С) получаем  
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Отсюда  
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4) Теперь  
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Ответ: 
[image: image458.wmf].
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Метод вспомогательной окружности

Пример 34. (2010) Дан прямоугольный треугольник  АВС  с прямым углом при вершине  В  и углом  α  при вершине  А. Точка D - середина гипотенузы. Точка  С1 симметрична точке  С относительно прямой  BD. Найдите угол 
[image: image459.wmf]B

AC
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.

( Центр окружности, описанной около прямоугольного треугольника, лежит на середине гипотенузы.
Решение. Так как прямая  BD является серединным перпендикуляром к отрезку 
[image: image460.wmf],
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 то  
[image: image461.wmf].
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 С другой стороны, точка  D – центр окружности, описанной около прямоугольного треугольника. Поэтому  
[image: image462.wmf].
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 Отсюда следует, что точка  
[image: image463.wmf]1
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 принадлежит описанной окружности.

1) Если 
[image: image464.wmf],
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то центральный угол 
[image: image465.wmf].
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 В этом случае ось  BD перпендикулярна гипотенузе АС. Точка  С отобразится в точку А, и угол 
[image: image466.wmf]B
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 не будет определен. 
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2) Пусть 
[image: image468.wmf],
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 тогда  центральный угол 
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 В этом случае  точки  С и 
[image: image470.wmf]1
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 расположены по одну сторону от хорды  АВ. В прямоугольном треугольнике  
[image: image471.wmf].
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Вписанные углы, опирающиеся на одну и ту же дугу, равны. Поэтому  
[image: image472.wmf].
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3) Пусть 
[image: image474.wmf],
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 тогда  центральный угол 
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 В этом случае  точки  С и 
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 расположены по разные стороны от хорды  АВ. Четырехугольник  
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 вписан в окружность, поэтому  
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Ответ: 
[image: image479.wmf],
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[image: image481.wmf],
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[image: image483.wmf]o
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  точка С1 совпадает с точкой  А и угол не определен. 
Высоты треугольника
Пример 35. (2010) Высоты треугольника  ABC  пересекаются в точке Н. Известно, что СН = АВ. Найдите угол  АСВ.
(  (Признак равенства прямоугольных треугольников) Если гипотенуза и острый угол одного прямоугольного треугольника  соответственно равны гипотенузе и  острому углу другого прямоугольного треугольника, то такие треугольники равны.
Решение. 1) Треугольник  АВС - остроугольный. Пусть  ВЕ  и  CD – высоты треугольника. Углы  АВЕ  и   HCE  равны, как углы с соответственно перпендикулярными сторонами. Треугольники  АВЕ  и   HCE  равны по гипотенузе  (СН = АВ)  и острому углу. Отсюда  
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 В прямоугольном треугольнике  ACF   имеем  
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поэтому  
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Остальные случаи рассмотрите самостоятельно.

2) Угол  АВС – тупой.
[image: image489.png]@afin Toda M OKPyXHOCTo OBbeKTol Mpeofpasoearyts PeaskTop Mawiepenna Kwomkn Bua A AonomTensro  Crpaska





3) Угол  ВАС – тупой.
[image: image490.png]@afin Toda Mpswen OKPyKHOCTo OBbeKTol Mpeofpasomaryts PeaskTop Mawepena Kwomkn Bua A AonomTensro  Crpaska





4) Угол  АСВ – тупой.

[image: image491.png]@afin Toda Mpwea OKPyKHOCTo OBbeKTol Mpeofpasoearyts PeaskTop Mawepenna Kwomkn Bua A AonomTensro  Crpaska





5) Угол  АВС – прямой.

6) Угол  ВАС – прямой.
7) Случай, когда угол  АСВ – прямой, невозможен (почему?).
Ответ: 
[image: image492.wmf]o

45

 или  
[image: image493.wmf].
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Пример 36. (2010) Точки  
[image: image494.wmf]1
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,  
[image: image495.wmf]1
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, 
[image: image496.wmf]1

C

 — основания высот треугольника  ABC. Углы треугольника 
[image: image497.wmf]1
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  равны  90°, 60° и 30°. Найдите углы  треугольника  ABC.
( Пусть в треугольнике  АВС  проведены высоты 
[image: image498.wmf]1

AA

 и  
[image: image499.wmf]1

CC

. Тогда треугольник  
[image: image500.wmf]1
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 подобен данному с коэффициентом подобия, равным 
[image: image501.wmf]B

cos

. 
Рассмотрим остроугольный треугольник (см. ниже рисунок). Для прямоугольных треугольников 
[image: image502.wmf]A
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 и  
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соответственно. Следовательно треугольники  
[image: image506.wmf]1
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[image: image507.wmf]BAC


подобны (второй признак), так как имеют общий угол В  и 
[image: image508.wmf].
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Случай тупого угла  В  рассмотрите самостоятельно.
Решение. 1) Треугольник АВС – остроугольный.
Так как треугольник  
[image: image509.wmf]1
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 подобен треугольнику  АВС, то  
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 Аналогично из подобия треугольников  
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 и  АВС  имеем   
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 Далее  развернутый угол  при вершине 
[image: image513.wmf]1
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 составлен из суммы углов  
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 Отсюда получаем соотношение  
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 Такие же равенства можно получить для других острых углов. Используем  данные углы:  
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Остальные случаи рассмотрите самостоятельно.

2) Угол  АСВ – тупой.
[image: image523.png]@afin Toda Mpswea OKPyKHOCTo OBbeKTol Mpeofpasoearyts PeaskTop Mawepenna Kwomkn Bua A AonomTensro Crpaska
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3) Угол  АВС – тупой.
4) Угол  ВАС – тупой.

Случаи, когда один из углов АВС, ВАС, АСВ – прямой, невозможны (почему?).
Замечание. Другое решение может быть основано на следующей ключевой (базовой, опорной) задаче:

( Высоты остроугольного треугольника являются биссектрисами его ортотреугольника (треугольник, образованный основаниями высот). (докажите)
Ответ: [image: image525.png]45°,75’,



 [image: image527.png]60



 или  [image: image529.png]135,15,



 [image: image531.png]30°



 или  [image: image533.png]120,15,



 [image: image535.png]45°



  или  [image: image537.png]105,30’



 [image: image539.png]45°



.
Пример 37. (2010) Точки  D и   E – основания высот непрямоугольного треугольника  АВС, проведенных из вершин  А  и  С соответственно. Известно, что  [image: image541.png]


  [image: image543.png]BC



  и  [image: image545.png]


 Найдите сторону  АС. 
( Пусть в треугольнике  АВС  проведены высоты 
[image: image546.wmf]1
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 и  
[image: image547.wmf]1
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. Тогда треугольник  
[image: image548.wmf]1
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 подобен данному с коэффициентом подобия, равным 
[image: image549.wmf]B

cos

. (докажите)
Решение. Из точек  D  и  Е сторона  АС  видна под прямым углом, значит, эти точки лежат на окружности с диаметром  АС. Обозначим 
[image: image550.wmf].
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1) Если треугольник  АВС остроугольный, то основания высот  АD  и  СЕ  лежат на сторонах треугольника. Тогда четырехугольник  AEDC - вписанный, поэтому
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Треугольники  EDB  и  CAB  подобны (по двум углам) с коэффициентом 
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т.е.  
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 Тогда по теореме косинусов
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[image: image556.png]YUT, 3TH TOYKHU JieXaT Ha OKpyXHocTH ¢ muamerpom AC. O60o3Ha-

yuM LABC = o.

Ecnu tpeyronbHUK ABC ocCTpOyrosb-
Hblit (puC. 1), TO ocCHOBaHUS BHICOT AD U
CE nexar Ha CTOpOHAaX TPEYroJibHHUKA.
Torna yerbipexyronsHuk AEDC — BnucaH-
HbIil, nostomy £ BDE = 180° — LCDE =
= £ CAE = £ CAB.

Tpeyronbuukun EDB u CAB nogoOHHI
(1o oByM yriaM) ¢ Ko3dpPULIMEHTOM

DE _ BFE
AC BC
T.. cos oo = k. Toraa nmo reopeMe KOCH-
HYCOB
AC?2= BA2 + BC?2 - 2BA - BCcosa =
= B + a2 — 2abk.

= COoS 0.,

Puc. 1




2) Пусть  АСВ – тупой угол.
Тогда четырехугольник AECD вписанный, и аналогично предыдущему получаем: 
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[image: image559.png][Iycte Tenepb TpeyronsHuk ABC
TYTIOYTOJIbHHIH M, Hanpumep, ZACB
TYnon (puc.2).

Torma vyernipexyronbHUKk AECD
BMMUCAHHBIA, U AaHANIOTUYHO TpEeAbIAY-
ILIEMY TTOJIYYaeM: CoS @ = kK M

ACE = B2 + q2 — Qabk.

AHQJIOTUYHBI OTBET MoJIlyyaeM B
ciiyyae, korga Z CAB tynoit.

IIycts Tenepp o > 90° (puc. 3).
Torma ocHoBaHus Boicotr AD u CFE
JiexXaTr Ha IpoIoikeHussX cropoH BC
U AB. Bnucannsie yrnsl CDE n CAE
OMUPAIOTCA HA OOHY U Ty Xe IOyry,
MO3TOMY

LBDE = £ CDE = LCAE = L CAB.

TpeyronbHiuku EDB w CAB no-
H06HBI (MO ABYM yriaMm) ¢ Ko3pdpu-
LIMEHTOM

DE _ BD _ 0 — ) = —
Ic - 4% cos(180° — a) COS .
T.. COs O = — K.

Torma AC?2 = a2 + b? + 2abk.
Omeem: Ja?2+ b2 - 2abk,
Ja2+ b2+ 2abk.

Puc. 3




3) Пусть  САВ – тупой угол. Аналогичные рассуждения.
4) Пусть  АВС – тупой угол. Тогда основания высот АD  и  СЕ  лежат на продолжениях сторон ВС  и  АВ. Вписанные углы  CDE  и  CAE опираются на одну и ту же дугу, поэтому 
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Треугольники  EDB  и  CAB  подобны (по двум углам) с коэффициентом 


[image: image561.wmf],
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т.е.  
[image: image562.wmf].
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Тогда  
[image: image563.wmf].
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[image: image564.png][Iycte Tenepb TpeyronsHuk ABC
TYTIOYTOJIbHHIH M, Hanpumep, ZACB
TYnon (puc.2).

Torma vyernipexyronbHUKk AECD
BMMUCAHHBIA, U AaHANIOTUYHO TpEeAbIAY-
ILIEMY TTOJIYYaeM: CoS @ = kK M

ACE = B2 + q2 — Qabk.

AHQJIOTUYHBI OTBET MoJIlyyaeM B
ciiyyae, korga Z CAB tynoit.

IIycts Tenepp o > 90° (puc. 3).
Torma ocHoBaHus Boicotr AD u CFE
JiexXaTr Ha IpoIoikeHussX cropoH BC
U AB. Bnucannsie yrnsl CDE n CAE
OMUPAIOTCA HA OOHY U Ty Xe IOyry,
MO3TOMY

LBDE = £ CDE = LCAE = L CAB.

TpeyronbHiuku EDB w CAB no-
H06HBI (MO ABYM yriaMm) ¢ Ko3pdpu-
LIMEHTOM

DE _ BD _ 0 — ) = —
Ic - 4% cos(180° — a) COS .
T.. COs O = — K.

Torma AC?2 = a2 + b? + 2abk.
Omeem: Ja?2+ b2 - 2abk,
Ja2+ b2+ 2abk.

Puc. 3




Ответ:  [image: image566.png]2abi




  

[image: image568.png]Va? + b? + 2abk
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Пример 38.  (2010) В треугольнике  ABC  угол  А  равен α, сторона  ВС  равна  а, Н — точка пересечения высот. Найдите радиус окружности, описанной около треугольника  ВНС.
( Если Н –  ортоцентр треугольника, то радиусы окружностей, описанных около треугольников АВС, АВН, ВСН, АСН, равны между собой.

(докажите)

Решение. Так как в четырехугольнике ADHE углы E  и   D  прямые, то 
[image: image569.wmf].
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 Отсюда получаем  
[image: image570.wmf].
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 Радиус окружности, описанной около треугольника ВНС, равен  


[image: image571.wmf].
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Замечание. Отсюда следует, что радиусы окружностей, описанных около треугольников АВС  и  ВСН   равны между собой.
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Ответ: 
[image: image574.wmf].
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Пример 39. (2010) Высоты треугольника  АВС  пересекаются в точке  Н. Известно, что отрезок  СН  равен радиусу окружности, описанной около треугольника. Найдите угол  АСВ.

Решение. Пусть  R – радиус окружности, описанной около треугольника АВС. Так как радиусы окружностей, описанных около треугольников АВС  и  ВСН   равны между собой, то для треугольника ВСН имеем   
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 Отсюда  
[image: image578.wmf].
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Значит, 
[image: image579.wmf]o
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1)  Если треугольник  АВС – остроугольный, то из треугольника ВЕС  находим  
[image: image581.wmf].
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2)  Если в треугольнике  АВС угол А – тупой, то 
[image: image583.wmf]o
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 (в треугольнике  DBC  угол D прямой, а угол DBC может быть только острым). Из треугольника DВС  находим  
[image: image584.wmf].
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[image: image585.png]@afin Toda M OKPyXHOCTo OBbeKTol Mpeofpasoearyts PeaskTop Mawiepenna Kwomkn Bua A AonomTensro  Crpaska





3)  Если в треугольнике  АВС угол В – тупой, то 
[image: image586.wmf]o
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 (почему этот угол тупой?) и  
[image: image587.wmf].
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 Из треугольника СВЕ  находим   
[image: image588.wmf].
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4)  Если в треугольнике  АВС угол С – тупой, то 
[image: image590.wmf]o
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 (почему этот угол острый?). Из треугольника СВD  находим   
[image: image591.wmf].
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Тогда  
[image: image592.wmf].

120

60

180

o

o

o

=

-

=

Ð

ACB
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Ответ: 
[image: image594.wmf]o
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[image: image595.wmf].
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Окружность и треугольник

Пример 40. (2010) В треугольнике  ABC  угол  А  равен α, сторона  ВС  равна  a, J — точка пересечения биссектрис. Найдите радиус окружности,  описанной около треугольника  BJC.
( Если О – центр окружности, вписанной в треугольник  АВС, то выполняются равенства:
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Решение. Так как 
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Тогда радиус окружности,  описанной около треугольника  BJC, равен  
[image: image601.wmf].
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[image: image602.png]@afin Toda M OKPyXHOCTo OBbeKTol Mpeofpasoearyts PeaskTop Mawiepenna Kwomkn Bua A AonomTensro  Crpaska
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Ответ: 
[image: image603.wmf].
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Пример 41. (2010) В треугольнике  ABC  проведены высоты ВМ и CN,  О — центр  вписанной окружности. Известно, что ВС = 24, MN = 12. Найдите  радиус окружности, описанной около треугольника ВОС.
Решение. 1) Треугольник AMN  подобен треугольнику  АВС  с коэффициентом подобия 
[image: image605.wmf].
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Отсюда  
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В примере 40 имеется соотношение 
[image: image608.wmf].
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Значит  
[image: image609.wmf]2
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или  
[image: image610.wmf].
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Используем следствие из обобщенной теоремы синусов: 
[image: image611.wmf].
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Отсюда получаем  
[image: image612.wmf]3
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[image: image613.wmf].
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Ответ: [image: image617.png]8V3



  или  24.
Пример 42. (2010) В треугольнике  АВС  проведены высоты  ВМ  и  CN,  О  - центр окружности, касающейся стороны  ВС  и продолжений сторон  АВ  и  АС. Известно, что ВС = 12, MN = 6. Найдите радиус окружности, описанной около треугольника  ВОС.

( Если О – центр вневписанной окружности, касающейся стороны  ВС  и продолжений сторон  АВ  и  АС треугольника  АВС, то выполняются равенство:   
[image: image618.wmf].
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(докажите, см. пример 40)

Решение  проведите самостоятельно (аналогично решению примера 41).
[image: image619.png]@afin Toda Mpawea OKPyKHOCTo OBbeKTol Mpeofpasomaryts PeaskTop Mawepenna Kwomkn Bua A AonomTensro  Crpaeka
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Ответ: [image: image622.png]43



  или  12.
Параллелограмм

( При проведении биссектрисы угла параллелограмма образуется равнобедренный треугольник.
( Биссектрисы смежных углов параллелограмма перпендикулярны, а биссектрисы противоположных углов параллельны или лежат на одной прямой.
Пример 43. (2010) В параллелограмме со сторонами  а и b  и острым углом  α  проведены биссектрисы четырех углов. Найдите площадь  четырехугольника, ограниченного этими биссектрисами.
Решение. Пусть проведены биссектрисы  
[image: image623.wmf],
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[image: image624.wmf],

1

BB

 
[image: image625.wmf],
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[image: image626.wmf]1

DD

в параллелограмме  ABCD. 

Так как противоположные углы параллелограмма  ABCD  с соответственно параллельными сторонами, то биссектрисы этих углов параллельны, а потому четырехугольник  PQRS - параллелограмм. Далее,  


[image: image627.wmf]=
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[image: image628.wmf].
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Таким образом, PQRS – прямоугольник. Треугольники  
[image: image629.wmf]1

BAB

 и   
[image: image630.wmf]1

CDC

 равнобедренные, так как у них биссектрисы перпендикулярны основаниям. Поэтому  
[image: image631.wmf],
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[image: image632.wmf],
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а следовательно, 
[image: image633.wmf].
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 Итак, четырехугольник  
[image: image634.wmf]1

PRDB

- параллелограмм, а поэтому  
[image: image635.wmf].
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В прямоугольнике PQRS  диагонали равны  
[image: image636.wmf]b

a
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 или   
[image: image637.wmf],
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 и образуют угол  
[image: image638.wmf]a

 (так как они попарно параллельны сторонам исходного параллелограмма).

Искомая площадь равна  [image: image639.png]%(u —b)?sina.
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Ответ: [image: image642.png]%(u —b)?sina.




Ромб

Пример 44. (2010) Найдите площадь общей части двух ромбов, диагонали  которых равны 2 и 3, а один из ромбов получен из другого поворотом на  90°  вокруг его центра.
Решение.  Пусть  
[image: image643.wmf]ABCD

 и   
[image: image644.wmf]'
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имеющиеся ромбы, причем  
[image: image645.wmf],
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Тогда  
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[image: image650.wmf]'
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Тогда 
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 по стороне и двум прилежащим углам. Следовательно,  
[image: image654.wmf]K
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  и 
[image: image655.wmf]KO
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 по трем   сторонам. Тогда искомая площадь  
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Так как  
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 и  треугольники  
[image: image658.wmf]KO
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 имеют равные высоты, то 
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Пусть  
[image: image661.wmf],
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 Отсюда  
[image: image664.wmf].

10

5

,

1

=

x



[image: image665.wmf].

5

12

10

5

,

1

16

16

8

'

=

×

=

=

=

x

S

S

OKC


[image: image666.png]@afin Toda Mpswen OKPyKHOCTo OBbeKTol Mpeofpasomaryts PeaskTop Mawepena Kwomkn Bua A AonomTensro  Crpaska
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Ответ: [image: image668.png]



Прямоугольник

Пример 45. (2010) Сторона  AD  прямоугольника  ABCD в три раза больше стороны  АВ; точки  М и  N  делят  AD  на три равные части. Найдите 
[image: image669.png]sin(2AMB + £ANB + £ADB).




Решение.  Обозначим   
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[image: image672.wmf].

g

=

Ð

ADВ


Тогда 
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Далее  
[image: image676.wmf],
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т.е.  
[image: image677.wmf].
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Из прямоугольного равнобедренного треугольника  АВМ  имеем  
[image: image678.wmf].
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[image: image681.png]@afin Toda M OKPyXHOCTo OBbeKTol Mpeofpasoearyts PeaskTop Mawiepenna Kwomkn Bua A AonomTensro  Crpaska
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Ответ: 1.
Трапеция

Пример 46.  (2010) В трапеции  ABCD  биссектриса угла А  пересекает боковую сторону  ВС  в точке  Е. Найдите площадь треугольника ABE, если  площадь трапеции равна  S, АВ = a,  
AD = b, CD = с (с < а).
Решение. 1) Из формулы  
[image: image682.wmf]h
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находим высоту трапеции  
[image: image683.wmf].
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Тогда 
[image: image684.wmf].

2

1

c

a

aS

ah

S

ABC

+

=

=


2) Пусть AF – биссектриса угла А. Треугольник ADF – равнобедренный (докажите). Тогда 
[image: image685.wmf].
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3) Треугольники АВЕ  и  FCE подобны (докажите). Тогда   
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[image: image687.wmf].
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4) Треугольники  АВЕ  и  АВС  имеют общую высоту, поэтому   
[image: image688.wmf]c
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[image: image690.png]@afin Toda M OKPyXHOCTo OBbeKTol Mpeofpasoearyts PeaskTop Mawiepenna Kwomkn Bua A AonomTensro  Crpaska
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Ответ: 
[image: image691.wmf].
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Пример 47. (2010) Боковая сторона  АВ  трапеции  ABCD равна  l, а расстояние от середины  CD  до прямой  АВ  равно  m. Найдите площадь трапеции.
Решение. Пусть в трапеции  ABCD  высота равна 
[image: image692.wmf],
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 тогда  
[image: image693.wmf]h
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 (это следует из равенства прямоугольных треугольников  EGC  и  EFD).  Обозначим  
[image: image694.wmf],
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[image: image695.wmf],
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 тогда   площадь трапеции  ABCD  равна 
[image: image696.wmf].
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Сумма площадей треугольников  ВСЕ  и  AED равна  
[image: image697.wmf].
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 Следовательно,  
[image: image698.wmf].
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[image: image699.wmf].
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Отсюда  
[image: image700.wmf].
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Ответ: lm.
Касающиеся окружности
Пример 48. (2010) Окружности радиусов 4 и 9 касаются внешним образом, лежат по одну сторону от некоторой прямой и касаются этой прямой. Найдите радиус окружности, касающейся каждой из двух данных и той же прямой. 

(  Отрезок общей внешней касательной к двум касающимся окружностям радиусов  r  и  R  равен 
[image: image702.wmf]r

R

2

.
Решение. Рассмотрим первый случай касания искомой окружности с центром  О3 и двух данных окружностей.
[image: image703.png]Puc. 3

IOnauna orpe3aka O;T paBHa pa3HOCTH pPaAMyCOB, a MICKOMOe pac-
croaaue MS paBHO anuHe oTpe3dka TOsz, KOTOPYIO MOXHO HalTH
no teopeme ITudaropa: TOz = \/(r) + r2)2 — (r; — rg)2 =2,/rrs.

Bo3Mo02xHBI ABa cJIy4aAd KaCaHUS MCKOMOM OKPY2KHOCTH C LeH-
TpoM O3 U ABYX AaHHBIX OKpPYKHocTeit (puc. 2 u 3).

Hnsa caydyasa, n300paKeHHOT0 Ha pUCYHKe 2, nmoaydyaem MP =
= EF = EO3 + O3F, oTKyia B COOTBETCTBHM C PacCMOTPEHHOH
BbIllle BCIIOMOTraTeJIbHOI 3ajaueit (uepe3d r3 0003HAUEH HCKO-

MBIH paZHyC) MOJIYYAaEM paBEHCTBO: 2./T\ry = 2\/Terz + 2\/r3ry,





Тогда   
[image: image704.wmf],

KP

MK

MP

+

=

 или 
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 Отсюда  
[image: image707.wmf].
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Второй случай  рассмотрите самостоятельно.
[image: image708.png]Puc. 3

IOnauna orpe3aka O;T paBHa pa3HOCTH pPaAMyCOB, a MICKOMOe pac-
croaaue MS paBHO anuHe oTpe3dka TOsz, KOTOPYIO MOXHO HalTH
no teopeme ITudaropa: TOz = \/(r) + r2)2 — (r; — rg)2 =2,/rrs.

Bo3Mo02xHBI ABa cJIy4aAd KaCaHUS MCKOMOM OKPY2KHOCTH C LeH-
TpoM O3 U ABYX AaHHBIX OKpPYKHocTeit (puc. 2 u 3).

Hnsa caydyasa, n300paKeHHOT0 Ha pUCYHKe 2, nmoaydyaem MP =
= EF = EO3 + O3F, oTKyia B COOTBETCTBHM C PacCMOTPEHHOH
BbIllle BCIIOMOTraTeJIbHOI 3ajaueit (uepe3d r3 0003HAUEH HCKO-

MBIH paZHyC) MOJIYYAaEM paBEHCTBO: 2./T\ry = 2\/Terz + 2\/r3ry,





Ответ: 1,44  или 36.
Пример 49. (2010) Окружности с центрами  О  и  В  радиуса  ОВ  пересекаются в точке  С. Радиус  ОА  окружности с центром  О  перпендикулярен  ОВ, причем точки  А  и  С лежат по одну сторону от прямой ОВ. Окружность  [image: image710.png]


 касается меньших дуг АВ и ОС этих окружностей, а также прямой ОА, а окружность [image: image712.png]


 касается окружности с центром  В, прямой  ОА  и окружности  [image: image714.png]


. Найдите отношение радиуса окружности  [image: image716.png]


 к радиусу окружности  [image: image718.png]


.
Решение. Так как окружность  [image: image720.png]


 радиуса  а  и окружность с центром  В и радиуса R касаются друг друга и общей прямой  ОА, то имеем
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Далее используем теорему Пифагора в треугольнике  OKI:  
[image: image723.wmf](
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Отсюда получаем  
[image: image724.wmf].
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Рассмотрим первый случай касания окружности [image: image725.png]


  радиуса  b. 
[image: image726.png]@afin Toda Mo OKPyKHOCTo OBbeKTol Mpeofpasoearyts PeaskTop Mawepenna Kwonkn Bua A AonomTensro  Crpaska
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Тогда   
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Для второго случая имеем 
[image: image732.wmf],
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[image: image733.wmf].
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 (вычисления проведите самостоятельно)

[image: image734.png]@afin Toda Mo OKPyKHOCTo OBbeKTol Mpeofpasoearyts PeaskTop Mawepenna Kwonkn Bua A AonomTensro  Crpaska
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Ответ: 
[image: image735.wmf].
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Пример 50. (2010) Окружности радиусов  2  и  4  касаются в точке  В. Через точку  В  проведена прямая, пересекающая второй раз меньшую окружность в точке  А, а  большую – в точке  С. Известно, что  [image: image738.png]AC =342



 Найдите  ВС.
Решение. 1) Окружности касаются внешним образом. 

Так как треугольники  
[image: image739.wmf]1

ABO

  и 
[image: image740.wmf]2
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 подобны (докажите), то 
[image: image741.wmf].
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Отсюда  
[image: image742.wmf].
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[image: image743.png]@afin Toda Mpswen OKPyKHOCTo OBbeKTol Mpeofpasomaryts PeaskTop Mawepena Kwomkn Bua A AonomTensro  Crpaska
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2) Окружности касаются внутренним образом.

Рассмотрите этот случай самостоятельно и докажите, что он невозможен при исходных числовых данных.
[image: image744.png]@afin Toda M OKPyXHOCTo OBbeKTol Mpeofpasoearyts PeaskTop Mawiepenna Kwomkn Bua A AonomTensro  Crpaska
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Ответ: [image: image746.png]2/2.




Упражнения
(одним списком)
Медианы треугольника

1. (2010) Найдите площадь треугольника  ABC, если  АС = 3, ВС = 4, а медианы, проведенные из вершин  А  и В, перпендикулярны.
Ответ: [image: image748.png]



2. (2010) Медиана  ВМ  треугольника  АВС  равна его высоте  АН. Найдите угол  МВС.

Ответ: [image: image750.png]30°



 или [image: image752.png]150°



.

Биссектрисы треугольника

3. (2010) В треугольнике  ABC  проведены биссектрисы  AD  и  СЕ. Найдите длину отрезка  DE, если  АС = 6, АЕ = 2, CD = 3.(01.10.09)
Ответ: [image: image754.png]


.

Высоты треугольника

4. (2010) Высоты треугольника  ABC  пересекаются в точке Н. Известно, что СН = АВ. Найдите угол  АСВ.
Ответ: [image: image756.png]45°



 или  135º.

5. (2010) Точки  [image: image758.png]


,  [image: image760.png]


, [image: image762.png]


, — основания высот треугольника  ABC. Углы треугольника [image: image764.png]


  равны  90°, 60° и 30°. Найдите углы  треугольника  ABC.

Ответ: [image: image766.png]45°,75’,



 [image: image768.png]60



 или  [image: image770.png]135,15,



 [image: image772.png]30°



 или  [image: image774.png]120,15,



 [image: image776.png]45°



  или  [image: image778.png]105,30’



 [image: image780.png]45°



.
6. (2010) Точки  D и   E – основания высот непрямоугольного треугольника  АВС, проведенных из вершин  А  и  С соответственно. Известно, что  [image: image782.png]


  [image: image784.png]BC



  и  [image: image786.png]


 Найдите сторону  АС.
Ответ:  [image: image788.png]2abi




  

[image: image790.png]Va? + b? + 2abk




.
Отношение отрезков и площадей

7. (2010) В треугольнике  ABC  на стороне  ВС  выбрана точка  D  так, что [image: image792.png]BD:DC




. Медиана  СЕ  пересекает отрезок  AD  в точке  F. Какую часть площади треугольника  АВС  составляет площадь треугольника  AEF?  
Ответ: 0,1.

8. (2010) На сторонах выпуклого четырехугольника  ABCD, площадь которого равна единице, взяты точки [image: image794.png]K € AB



, [image: image796.png]L € BC



, [image: image798.png]M€ CD



  и [image: image800.png]N € DA



. При этом  [image: image802.png]


  [image: image804.png]


   [image: image806.png]cM
D



  [image: image808.png]bN.
A



Найдите площадь шестиугольника  AKLCMN.

Ответ: [image: image810.png]



9. (2010) В треугольнике  ABC, площадь которого равна  S,  биссектриса  СЕ  и медиана BD  пересекаются в точке  F. Найдите площадь четырехугольника  ADEF, если ВС = а, АС = b.
Ответ: [image: image812.png]Sb(3a+h)
2(a+2)(2a+0)




Угол и окружность

10. (2010) На стороне  АС  угла  ACВ, равного 45°, взята такая точка  D, что СD = AD = 2. Найдите радиус окружности, проходящей через точки  А и  D и касающейся прямой  ВС.
Ответ: 
[image: image813.wmf]2

  или  
[image: image814.wmf].

2

5


11. (2010) На стороне  ВА  угла  ABC, равного 30°, взята такая точка  D, что AD = 2  и  BD = 1. Найдите радиус окружности, проходящей через точки  А, D и касающейся прямой  ВС. 
Ответ: 1 или 7.

12. (2010) Прямая отсекает от сторон прямого угла отрезки 3  и  4. Найдите радиус окружности, касающейся этой прямой и сторон угла. 
Ответ: 1 или 6.
13. (2010) Прямая отсекает от сторон прямого угла отрезки 5  и  12. Найдите радиус окружности, касающейся этой прямой и сторон угла.
Ответ: 2 или 15.
Треугольник и окружность

14. (2010) Около треугольника  ABC описана окружность с центром  О, угол  АОС равен 60°. В треугольник  ABC  вписана окружность с центром  М. Найдите угол  АМС.
Ответ: [image: image816.png]165



 или [image: image818.png]105



.
15. (2010) Треугольник  ABC  вписан в окружность радиуса 12. Известно, что АВ = 6 и ВС = 4. Найдите АС.

Ответ: [image: image820.png]


.

16. (2010) В треугольнике  ABC  проведены высоты ВМ и CN,  О — центр  вписанной окружности. Известно, что ВС = 24, MN = 12. Найдите  радиус окружности, описанной около треугольника ВОС.

Ответ: [image: image822.png]8V3



  или  24.
17. (2010) Высоты треугольника  АВС  пересекаются в точке  Н. Известно, что отрезок  СН  равен радиусу окружности, описанной около треугольника. Найдите угол  АСВ.
Ответ: [image: image824.png]60



 или [image: image826.png]120°



.

18. (2010) В треугольнике  АВС  проведены высоты  ВМ  и  CN,  О  - центр окружности, касающейся стороны  ВС  и продолжений сторон  АВ  и  АС. Известно, что ВС = 12, MN = 6. Найдите радиус окружности, описанной около треугольника  ВОС.
Ответ: [image: image828.png]43



  или  12.
19.  (2010) В треугольнике  ABC  угол  А  равен α, сторона  ВС  равна  а, Н — точка пересечения высот. Найдите радиус окружности, описанной около треугольника  ВНС.
Ответ: 
[image: image829.wmf].
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20. (2010) В треугольнике  ABC  угол  А  равен α, сторона  ВС  равна  a, J — точка пересечения биссектрис. Найдите радиус окружности,  описанной около треугольника  BJC.
Ответ: 
[image: image830.wmf].
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cos
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21. (2010) Вершина равнобедренного треугольника с боковой стороной  5  и основанием  6 служит центром данной окружности радиуса 2. Найдите радиус окружности, касающейся данной и проходящей через концы основания треугольника.
Ответ: 
[image: image832.wmf]4

13

  или  
[image: image833.wmf].

4

15


22. (2010) Вершина равнобедренного треугольника с боковой стороной  5  и основанием  8 служит центром данной окружности радиуса 2. Найдите радиус окружности, касающейся данной и проходящей через концы основания треугольника. 
Ответ:  
[image: image834.wmf]2

17

  или  
[image: image835.wmf].

10

41


Параллелограмм

23. (2010) В параллелограмме  ABCD  известны стороны  АВ = а,  ВС = b   и  [image: image837.png]LBAD




 Найдите расстояние между центрами окружностей, описанных около треугольников  BCD   и   DAB. 
Ответ: [image: image839.png]Va? + b? — 2abcosa |ctgal



.
24. (2010) Дан параллелограмм  ABCD,  АВ = 2, ВС = 3, [image: image841.png]LA =60



. Окружность с центром в точке  О  касается биссектрисы угла  D  и двух сторон параллелограмма, исходящих из вершины одного его острого угла. Найдите площадь четырехугольника  ABOD. 
Ответ: [image: image843.png]


,  [image: image845.png]1373



.
25. (2010) Дан параллелограмм  ABCD,  АВ = 3, ВС = 5, [image: image847.png]LA =60



. Окружность с центром в точке  О  касается биссектрисы угла  D  и двух сторон параллелограмма, исходящих из вершины одного его острого угла. Найдите площадь четырехугольника  ABOD. 
Ответ: [image: image849.png]1073



,  [image: image851.png]1173



.
26. (2010) В параллелограмме со сторонами  а и b  и острым углом  α  проведены биссектрисы четырех углов. Найдите площадь  четырехугольника, ограниченного этими биссектрисами.
Ответ: [image: image853.png]%(u —b)?sina.




Ромб

27. (2010) Найдите площадь общей части двух ромбов, диагонали  которых равны 2 и 3, а один из ромбов получен из другого поворотом на  90°  вокруг его центра.
Ответ: [image: image855.png]



Прямоугольник

28. (2010) Сторона  AD  прямоугольника  ABCD в три раза больше стороны  АВ; точки  М и  N  делят  AD  на три равные части. Найдите 
[image: image856.png]sin(2AMB + £ANB + £ADB).




Ответ: 1.
29. (2010) В прямоугольнике  ABCD   АВ = 2,  ВС = [image: image858.png]


. Точка  Е  на прямой  АВ  выбрана так, что [image: image860.png]LAED = £DEC



. Найдите  АЕ. 
Ответ: 1  или  3.

Квадрат

30. (2010) Через середину стороны  AB  квадрата ABCD  проведена прямая, пересекающая прямые  CD  и  AD  в точках  М  и  Т  соответственно и образующая с прямой  АВ угол  α,  [image: image862.png]tga



. Найдите площадь треугольника  ВМТ, если сторона квадрата ABCD  равна 4. 
Ответ: 2 или 10.

Трапеция
31. (2010) В трапеции  ABCD  известны боковые стороны  АВ = 27, CD = 28 и верхнее основание  ВС = 5. Известно, что [image: image864.png]cos £BCD = —>



.  Найдите  АС.

Ответ: 28  или  [image: image866.png]2y/181



.
32. (2010) Основания трапеции равны  a  и  b. Прямая, параллельная  основаниям, разбивает трапецию на две трапеции, площади которых  относятся как 2:3. Найдите длину отрезка этой прямой, заключенного внутри трапеции.

Ответ: 
[image: image867.wmf]5

3
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или  
[image: image868.wmf].
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33. (2010) На боковых сторонах  АВ  и  CD  трапеции с основаниями  AD  и  ВС  отмечены точки  P  и  Q  соответственно, причем  [image: image870.png]PQ || AD.



 Прямая PQ  разбивает трапецию на две трапеции, площади которых относятся как 1:2. Найдите  PQ, если [image: image872.png]AD



  и   [image: image874.png]



Ответ: 
[image: image875.wmf]3

2
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b
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 или  
[image: image876.wmf].
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34. (2010) Боковая сторона  АВ  трапеции  ABCD равна  l, а расстояние от середины  CD  до прямой  АВ  равно  m. Найдите площадь трапеции.
Ответ: lm.
35. (2010) Диагонали  АС  и  BD  трапеции ABCD  пересекаются в точке  Е. Найдите площадь трапеции, если площадь треугольника  AED  равна 9, а точка  Е делит одну из диагоналей в отношении 1:3.
Ответ: 16; 48; 144.

36. (2010) Дана трапеция  ABCD  с боковыми сторонами  АВ = 36, CD = 34  и верхним основанием  ВС = 10. Известно, что [image: image879.png]cos LABC = —



. Найдите  BD.
Ответ: 36 или [image: image881.png]819



.

37.  (2010) В трапеции  ABCD  биссектриса угла А  пересекает боковую сторону  ВС  в точке  Е. Найдите площадь треугольника ABE, если  площадь трапеции равна  S, АВ = a,  AD = b, CD = с (с < а).
Ответ: 
[image: image882.wmf].
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Трапеция и окружность

38. (2010) Трапеция с основаниями 14 и 40 вписана в окружность радиуса 25. Найдите высоту 
Ответ: 39  или  9.

39. (2010) Трапеция  ABCD  с основаниями  AD  и  ВС  вписана в окружность с центром  О. Найдите высоту трапеции, если ее средняя линия равна 3 и [image: image884.png]sin LAOB



. 
Ответ: 9 или 1.

40. (2010) Дана трапеция  ABCD, основания которой  ВС = 44,  AD = 100,  AB = CD = 35. Окружность, касающаяся прямых  AD  и  AC, касается стороны  CD  в точке  K. Найдите длину отрезка  CK. 

Ответ: 5 или 30.

41.  (2010) Около трапеции  ABCD  описана окружность радиуса 6 с центром на основании  AD. Найдите площадь трапеции, если основание  ВС  равно 4.
Ответ: [image: image886.png]32v2.




Непересекающиеся окружности 

42.  (2010) Прямая касается окружностей радиусов  R  и  r  в точках  А  и  В. Известно, что расстояние между центрами равно  a, причем  [image: image888.png]r<R



  и  [image: image890.png]r+R<a



. Найдите  АВ. 
Ответ:  [image: image892.png]


  или  [image: image894.png]


.
43.  Найдите длину отрезка общей касательной к двум окружностям, заключенного между точками касания, если радиусы окружностей равны 23 и 7, а расстояние между центрами окружностей равно 34.
Ответ: 30 или 16.
44.  Найдите длину отрезка общей касательной к двум окружностям, заключенного между точками касания, если радиусы окружностей равны 31 и 17, а расстояние между центрами окружностей равно 50.

Ответ: 48 или 14.
Касающиеся окружности

45. (2010) Окружности радиусов  2  и  4  касаются в точке  В. Через точку  В  проведена прямая, пересекающая второй раз меньшую окружность в точке  А, а  большую – в точке  С. Известно, что  [image: image896.png]AC =342



 Найдите  ВС.
Ответ: [image: image898.png]2/2.




46. (2010) Точка  О – центр окружности радиуса 2. На продолжении радиуса  ОМ  взята точка  А. Через точку  А  проведена прямая, касающаяся окружности в точке  К. Известно, что  [image: image900.png]LOAK = 60°



. Найдите радиус окружности, вписанной в угол  ОАК  и касающейся  данной окружности внешним образом.
Ответ: [image: image902.png]



47. (2010) Дана окружность радиуса 2 с центром О. Хорда  АВ  пересекает радиус  ОС  в точке  D, причем  [image: image904.png]£CDA =120



. Найдите радиус окружности, вписанной в угол ADC  и касающейся дуги  АС, если  [image: image906.png]


.
Ответ: [image: image908.png]2v21-9



  или  [image: image910.png]3+ 243



.
48. (2010) Окружности радиусов 4 и 9 касаются внешним образом, лежат по одну сторону от некоторой прямой и касаются этой прямой. Найдите радиус окружности, касающейся каждой из двух данных и той же прямой. 
Ответ: 1,44  или 36.
49. (2010) Окружности  [image: image912.png]


  и  [image: image914.png]


  радиусов  R  и  r  [image: image916.png](R>71)



  соответственно касаются в точке  А. Через точку  В, лежащую на окружности  [image: image918.png]


, проведена прямая, касающаяся окружности  [image: image920.png]


  в точке  М. Найдите  ВМ, если известно, что  [image: image922.png]AB



.

Ответ: [image: image924.png]a1+




Пересекающиеся окружности

50. (2010) Окружности радиусов 10 и 17 пересекаются в точках  А  и  В. Найдите расстояние между центрами окружностей, если  
АВ = 16.

Ответ: 21 или 9.
51. (2010) Окружности с центрами  [image: image926.png]


  и [image: image928.png]


 пересекаются  в точках  А  и  В. Известно, что [image: image930.png]£AO0,B = 90°



,  [image: image932.png]


, [image: image934.png]


. Найдите  радиусы окружностей. 
Ответ: [image: image936.png]aVZ
N7




, [image: image938.png]


  или  [image: image940.png]


, [image: image942.png]


.

52. (2010) Окружности с центрами  О  и  В  радиуса  ОВ  пересекаются в точке  С. Радиус  ОА  окружности с центром  О  перпендикулярен  ОВ, причем точки  А  и  С лежат по одну сторону от прямой ОВ. Окружность  [image: image944.png]


 касается меньших дуг АВ и ОС этих окружностей, а также прямой ОА, а окружность [image: image946.png]


 касается окружности с центром  В, прямой  ОА  и окружности  [image: image948.png]


. Найдите отношение радиуса окружности  [image: image950.png]


 к радиусу окружности  [image: image952.png]


.
Ответ: [image: image954.png]
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